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Дана монографiя присвячена розвитку теорiї методiв високороздiльної
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на з вiдсутнiстю вiдповiдних алгоритмiв розрахунку iнтенсивностi дифра-
кцiї в багатошарових структурах з урахуванням багатьох хвиль, а також
часткової релаксацiї системи i локальної розорiєнтацiiї вектора оберненої
ґратки.
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Передмова

Дослiдженнями X-променевої структури кристалiчних речовин корис-
туються вже близько 100 рокiв, однак зi змiною об’єктiв дослiдження
змiнюються i вимоги як до експерименту, так i до теорiї розсiювання
X-променiв. Монографiю присвячено найбiльш досконалiй на сьогоднi
динамiчнiй теорiї дифракцiї та її застосуванню для аналiзу багатоша-
рових напiвпровiдникових структур. У книзi описано експерименталь-
нi методики дослiдження найсучаснiших структур з нанорозмiрними
квантовими дротами i точками, а також наведенi приклади експери-
ментального дослiдження таких структур.
Монографiю структурно подiлено на чотири роздiли. У першо-

му роздiлi наведено принципи побудови оберненого простору i про-
демонстровано зв’язок мiж оберненим та прямим просторами за допо-
могою дифракцiї. Для пояснення використано багато iлюстративного
матерiалу. У цьому роздiлi наведено формули, за якими можна роз-
рахувати геометрiю експерименту для дослiдження конкретної областi
оберненого простору. Другий роздiл присвячено основам динамiчної
теорiї дифракцiї, методам розв’язку дисперсiйних рiвнянь. У ньому
також описано рiзнi алгоритми розрахунку дифракцiї в багатошаро-
вих структурах. Наведено найвiдомiшi методи моделювання динамi-
чної дифракцiї та два оригiнальнi, один з яких на сьогоднi є найбiльш
точним. У третьому роздiлу розглянуто застосування описаних теоре-
тичних методiв для аналiзу експериментальних даних. Тут наведено
рекомендацiї iз застосування описаних в другому роздiлi алгоритмiв
для рiзних геометрiй дифракцiї й для розв’язку таких задач, як ви-
значення анiзотропiї пружних деформацiй i перехiдних областей у ба-
гатошарових структурах. У четвертому роздiлi описано рiзноманiтнi
методики визначення параметрiв структур напряму з експерименту
без розв’язку оберненої задачi. Тут наведено багато експерименталь-
но вимiряних картин дифракцiї i показано, як з цих картин можна
отримати iнформацiю про дослiджувану структуру.
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Книга буде цiкава широкому колу читачiв, якi бажають поглиби-
ти та стуктурувати знання в галузi X-променевої дифракцiї. Перший
роздiл корисний для розумiння явища дифракцiї як студентам, так
i людям, якi бажають краще зрозумiти для чого потрiбен обернений
простiр. Другий i третiй роздiли стануть у пригодi тим, хто хоче впо-
рядкувати знання з теорiї динамiчного розсiювання X-променiв або
обрати метод для розв’язку тiєї чи iншої експериментальної задачi.
Четвертий роздiл зацiкавить експериментаторiв, якiм необхiдно отри-
мати iнформацiю дослiджувану про структуру, не заглиблюючись у
теорiю дифракцiї.
Автори монографiї вважають своїм приємним обов’язком висло-

вити щиру подяку спiвробiтникам вiддiлу дифракцiйних дослiджень
структури напiвпровiдникiв Iнституту фiзики напiвпровiдникiв НАН
України, зокрема, М.В. Слободяну, Н.М. Проскуренко та О.Й. Гу-
дименку за участь у дослiдженнях багатошарових структур та за
допомогу в пiдготовцi рукопису до друку, спiвробiтникам iнститу-
ту — В.В. Стрельчуку та Ю. I. Мазуру за плiдну спiвпрацю, а також
М.М. Єфанову за допомогу в редагуваннi книги i кориснi поради.

Автори



Умовнi позначення
КДВ — крива дифракцiйного вiдбиття
ОКС — однокристальний спектрометр
ДКС — двокристальний спектрометр
ТКС — трикристальний спектрометр
КГ — крива гойдання
КОП — карта оберненого простору
ТОП — точка оберненого простору
ПЧД — позицiйно-чутливий детектор
МПЕ — молекулярно-променева епiтаксiя
RMA — Recursion Matrices Algorithm
TMA — Transfer Matrices Algorithm
ВРХД — високороздiльна X-променева дифрактометрiя
ЛПД — лiнiя повної деформацiї
НҐ — надґратка
НП — напiвпровiдник
ЛМС — латеральнi модуляцiї складу
Сайт — http://x-ray.net.ua



Вступ

Одним з основних засобiв неруйнiвного структурного аналiзу є ди-
фракцiя X-променiв. Високороздiльна X-променева дифрактометрiя
(ВРХД) застосовується для дослiдження внутрiшньої структури на-
пiвпровiдникових кристалiв. Останнiм часом досить часто виникає не-
обхiднiсть дослiдження об’єктiв субмiкронного масштабу — надґраток,
структур з квантовими точками i дротами. Тому методи високороз-
дiльної рентгенiвської дифрактометрiї для розв’язання подiбних задач
повиннi забезпечувати субмiкронну роздiльну здатнiсть за об’єктом,
а також достатню точнiсть визначення параметрiв таких структур.
Дану книгу присвячено висвiтленню основних та бiльш нових етапiв
розвитку теорiї методiв ВРХД на основi динамiчної теорiї дифракцiї
рентгенiвських променiв. Велику увагу придiлено використанню бага-
тохвильової дифракцiї в багатошарових структурах iз використанням
компланарної та некомпланарної геометрiй i асиметричного та ковзно-
го бреггiвського вiдбитiв вiд кристала. Основне завдання працi поля-
гає у вiдображеннi нових досягнень розвитку теоретичних основ ди-
намiчної дифракцiї X-променiв у багатошарових структурах у рiзних
геометрiях, а також у дослiдженнi деформацiйних та композицiйних
властивостей багатошарових напружених структур з квантовими яма-
ми i точками.
Оскiльки бiльшiсть методiв X-променевого структурного аналi-

зу безпосередньо дають явний вигляд оберненої ґратки, то явища
дифракцiї зручно описувати i пояснювати, використовуючи поняття
оберненого простору та ґратки. Тому значну частину монографiї при-
свячено введенню поняття оберненого простору та його побудовi. До-
сить детально проаналiзовано принципи компланарної i некомпланар-
ної схем дифракцiї, а також алгоритм побудови областей доступностi
оберненого простору для дифракцiї за Лауе та Бреггом. Розглянуто
рiзнi способи сканування оберненого простору навколо вузлiв оберне-
ної ґратки. Оскiльки ця робота є, можна сказати, пiдручником для
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студентiв та аспiрантiв, матерiал викладено досить просто з великою
кiлькiстю пояснювальних рисункiв.
Деякi параметри дослiджуваної структури можна отримати мето-

дами X-променевого аналiзу з розв’язку прямої задачi, тобто безпосе-
редньо аналiзуючи дифракцiйну картину — таким методам присвячено
четвертий роздiл монографiї. Однак для бiльш точного аналiзу необ-
хiдно розв’язувати обернену задачу. Робиться це зазвичай таким чи-
ном: експериментально вимiрюється дифракцiйна картина вiд деякої
структури; виходячи з уже вiдомих параметрiв дослiджуваної струк-
тури (технологiчно заданi параметри або отриманi з розв’язку пря-
мої задачi), будується модель структури, розраховується дифракцiйна
картина та порiвнюється з експериментально вимiряною. Потiм пара-
метри моделi змiнюються i знову розраховується дифракцiя i порiв-
нюється. Цiй крок пiвторюють, поки не буде досягнуто задовiльного
збiгу модельованої дифракцiйної картини з експериментальною.
В основi бiльшостi методик аналiзу, що застосовуються сьогоднi, ле-

жить розв’язання оберненої задачi за допомогою кiнематичної або дво-
променевої динамiчної теорiї. Однак однозначна iнтерпретацiя рентге-
нiвських дифракцiйних спектрiв багатошарових напiвпровiдникових
структур має суттєвi обмеження навiть для iдеальних шарiв при ви-
користаннi цих теорiй. Пов’язано це з тим, що вплив сусiднiх вуз-
лiв оберненої ґратки на дифракцiйну картину може бути суттєвим
при далеких кутових вiдхиленнях вiд точного положення бреггiвсько-
го кута (випадок короткоперiодної надґратки (НҐ) або для шарiв з
великою невiдповiднiстю параметрiв ґраток). Ще однiєю важливою
проблемою є неоднозначнiсть визначення розподiлу компонентiв на
границях iнтерфейсу в багатокомпонентних квантових шарах НҐ та
вплив анiзотропiї деформацiйних полiв на кривi дифракцiйного вiд-
биття (КДВ). Крiм того, бiльшiсть iснуючих методiв розрахунку ди-
фракцiї не придатнi для структур з товстими шарами (порядку дов-
жини екстинкцiї).
Обмеженiсть застосування iснуючих теорiй для опису дифракцiї в

багатошарових структурах пов’язана також iз вiдсутнiстю вiдповiд-
них алгоритмiв розрахунку iнтенсивностi дифракцiї в багатошарових
структурах з урахуванням одночасної дифракцiї на декiлькох наборах
атомних площин, а також часткової релаксацiї системи i локальної ро-
зорiєнтацiї вектора оберненої ґратки. Разом з тим, для пiдвищення
однозначностi результатiв X-променевого структурного аналiзу необ-
хiдне використання карт оберненого простору замiсть КДВ, а їхня iн-
терпретацiя вимагає вiдповiдних розрахункiв (моделювання цих карт).
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Проведений аналiз показує, що неврахування цих факторiв може
призвести до неправильного трактування дифракцiйних ефектiв i вiд-
повiдно структури нанокристалiчних об’єктiв. Таким чином, розробка
теоретичних основ дифракцiї на багатошарових планарних структу-
рах i методик їх аналiзу є актуальною й у той самий час складною
практичною задачею. Саме тому в книзi велику увагу придiлено роз-
робцi i застосуванню бiльш коректних (з меншою кiлькiстю спрощень)
теорiй.
Оскiльки динамiчнiй теорiї дифракцiї рентгенiвських променiв в

багатошарових структурах присвячено багато робiт [1–10], ми спробу-
вали надати короткий опис розроблених методiв динамiчного моделю-
вання взаємодiї випромiнювання з речовиною. В монографiї розгля-
нуто, що таке динамiчна теорiя, звiдки вона з’явилась та якi її рiзно-
види iснують. Далi значну частину присвячено аналiзу теоретичних
пiдходiв для опису процесiв динамiчної дифракцiї X-випромiнювання
в багатошарових структурах, методiв чисельного розв’язку дисперсiй-
них рiвнянь та моделюванню впливу основних структурних параметрiв
плiвок на спектри вiдбиття X-променiв у рiзних геометрiях дифрак-
цiї. Обґрунтовано та апробовано новi теоретичнi пiдходи для опису
й аналiзу спостережуваних одно- та двовимiрних профiлiв розподiлу
дифрагованих iнтенсивностей, якi базуються на динамiчнiй теорiї ди-
фракцiї. Розглянуто проблему отримання з аналiзу однiєї iнтегральної
кривої багатьох структурних параметрiв.
З огляду на те, що на даний момент у свiтовiй лiтературi iснує ба-

гато робiт, присвячених технiчнiй сторонi, зокрема проблемам моно-
хроматизацiї випромiнювання, детектування вiдбитого сигналу, в мо-
нографiї ми їх не порушували. У бiльшостi теоретичних i розрахун-
кових методах iснують проблеми, якi тут не знайшли вiдображення.
Це, зокрема, необхiднiсть урахування сферичностi (цилiндричностi)
випромiнювання та його немонохроматичностi (Δλ/λ). Також не роз-
глянуто проблему когерентностi випромiнювання та врахування ди-
фузного розсiяння X-променiв на багатошарових структурах в умовах
багатохвильової дифракцiї. Вирiшення останньої проблеми вимагає но-
вих пiдходiв i перебуває в планах подальших наукових розробок.



Роздiл 1

ОБЕРНЕНИЙ ПРОСТIР

Явище дифракцiї зручно описувати i пояснювати, використовуючи
поняття оберненого простору та оберненої ґратки. Тим бiльше, що
деякi методи X-променевого структурного аналiзу безпосередньо да-
ють явний вигляд оберненої ґратки. У бiльшостi робiт зi структури
кристалiчних речовин та дифракцiї поняття оберненого простору вво-
диться дуже схематично i з малою кiлькiстю iлюстративного матерi-
алу [11–13]. Тому в цьому роздiлi буде багато малюнкiв, якими бу-
де проiллюстровано, як вводиться обернена ґратка для рiзних типiв
кристалiчних ґраток i як вона пов’язана з явищем дифракцiї. Зва-
жаючи на те, що деякi з демонстрацiй (наприклад рiзнi типи ска-
нування оберненого простору) дуже важко зобразити у виглядi ста-
тичних картинок, ми рекомендуємо читачевi завантажити розробле-
ну нами навчальну програму XVis [14, 15] з веб-сторiнки вiддiлу ди-
фракцiйних дослiджень структури Iнституту фiзики напiвпровiдникiв:
http://x-ray.net.ua/XVis.html. Також там можна знайти анiмацiї
для найбiльш складних демонстрацiй.
Дифракцiю розглядатимемо без зв’язку iз природою випромiню-

вання: це може бути як дифракцiя рентгенiвських променiв, так i ди-
фракцiя електронiв чи нейтронiв. Звичайно, видиме свiтло розглядати
немає сенсу, тому що його довжина хвилi не спiвмiрна з характерними
розмiрами кристалiчної ґратки. У випадках, коли iснує принципова
рiзниця дифракцiйних явищ залежно вiд довжини хвилi опромiнення
чи його природи, це буде вказано явно (наприклад, при багатохвильо-
вiй дифракцiї).
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У цьому роздiлi спочатку буде розглянуто побудову в оберненому
просторi кубiчної, тетрагональної i триклинної кристалiчних ґраток.
Оскiльки гексагональну ґратку можна зобразити у виглядi ромбоед-
ричної, яка, у свою чергу, являє собою частинний випадок триклин-
ної, окремо її не розглядатимемо. Далi викладено основи дифракцiї
у прямому та оберненому просторах. При цьому вперше у лiтерату-
рi будуть розглянутi правильнi областi оберненого простору, доступнi
для вивчення за допомогою дифракцiї в рiзних геометрiях. Окремий
параграф присвячено багатохвильовiй дифракцiї. Наведено приклади
рiзних дифракцiйних експериментiв i їх зв’язок з оберненим просто-
ром — деякi експериментальнi методики сканування оберненого прос-
тору. Наприкiнцi роздiлу викладено, як i чому обернений простiр мож-
на отримати за допомогою фур’є-перетворення прямого простору, а
також основи побудови оберненого простору для шаруватих структур.

1.1. Побудова оберненого простору
Обернена ґратка. Для означення поняття оберненого простору та
оберненої ґратки видiлимо елементарну комiрку кристалiчної ґратки
у прямому просторi. Ця комiрка може бути i не примiтивною, тобто
коли елементарнiй комiрцi належить бiльше одного атома (iнше озна-
чення — коли елементарна комiрка складається бiльше нiж з восьми
атомiв). Опишемо комiрку за допомогою трьох базисних векторiв a,
b, c (рис. 1.1, a) — у загальному випадку не ортогональних, проте не
колiнеарних (iнакше комiрка не буде об’ємною). Тодi базиснi вектори
оберненої ґратки визначають таким чином (рис. 1.1, б ) [12]:

aR =
b × c

V
, bR =

c × a
V

, cR =
a × b

V
; (1.1)

де V — об’єм елементарної комiрки в прямому просторi, який визна-
чається як змiшаний добуток базисних векторiв:

V = abc,

або через напрямляючi кути α, β, γ (мiж сторонами паралелепiпеда
на рис. 1.1, а):

V = abc
√

1 − cos2 α − cos2 β − cos2 γ + 2 cos α cos β cos γ,

де a, b, c — довжини вiдповiдних векторiв.
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Рис. 1.1. Елементарна комiрка тригональної ґратки: а — прямий простiр; б — обер-
нений

Звичайно, зворотний перехiд вiд оберненої ґратки до прямої вiд-
бувається за подiбними формулами, тiльки об’єм вже береться для
елементарної комiрки в оберненому просторi.
Зрозумiло, що для ромбiчної ґратки (всi кути по 90◦) базовi вектори

оберненої комiрки колiнеарнi базовим векторам прямого простору, а їх
довжини дорiвнюють:

aR =
1
a
, bR =

1
b
, cR =

1
c
. (1.2)

Обернена ґратка будується так само як i пряма: базисна елементар-
на комiрка розмножується за допомогою трансляцiї в усi напрямки на
базиснi вектори, домноженi на довiльнi цiлi числа. Вiдповiдно, простiр,
у якому будується ця ґратка, називається оберненим. Кожний «атом»
оберненої ґратки називають вузлом, а при дослiдженнi дифракцiї ре-
флексом чи вiдбиттям. Далi можна обрати довiльний вузол оберненої
ґратки (оскiльки всi вузли еквiвалентнi) i провести через нього пло-
щину, паралельну поверхнi у реальному просторi (орт нормалi n має
однаковi координати в обох просторах!). Цей вузол зазвичай i обира-
ють початком координат в оберненому просторi.
Мнемонiчне правило для побудови оберненого простору на базi пря-

мого таке: довжини беруться оберненi до вiдповiдних довжин у прямо-
му просторi, а напрямки зберiгаються. В деяких роботах зустрiчається
теза, що зберiгаються кути, однак це вiрно для векторiв, якi являють
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собою лiнiйну комбiнацiю базових — наприклад векторiв, перпенди-
кулярних атомним площинам та векторiв дифракцiї; проте кути мiж
базисними векторами в прямому та оберненому просторах у загально-
му випадку рiзнi, окрiм випадку коли вони всi прямi.

Iндекси Мiллера. Побудуємо в оберненому просторi довiльний
вектор, що являє собою лiнiйну комбiнацiю базисних векторiв оберне-
ної ґратки:

hijk = iaR + jbR + kcR , (1.3)

де i, j, k — довiльнi цiлi числа. Звичайно, якщо спрямувати цей вектор
iз початку координат, то його кiнець завжди буде вказувати на якийсь
вузол оберненого простору. Тому кожен вузол оберненої ґратки можна
позначити трьома цiлими числами: ijk. Цi три числа називають iнде-
ксами Мiллера. У такiй координатнiй системi початок координат запи-
сують як вузол 000. Зрозумiло, що вектори h, якi називають вектора-
ми оберненої ґратки, для вузлiв з iндексами Мiллера ijk та Ni.Nj.Nk
(точкою вiддiляють iндекси, якщо вони є числами, бiльшими нiж 9, а
у нашому випадку — для зручностi), де N цiле, будуть паралельнi. Та-
ким чином, для визначення напрямку досить iндексiв ijk, подiлених на
найбiльший спiльний множник — саме так найчастiше використовують
iндекси Мiллера, однак для структурного аналiзу iндекси Мiллера не-
обхiднi в нескороченiй формi, що буде продемонстровано в подальших
роздiлах. Зазначимо, що зазвичай iндекси Мiллера в структурному
аналiзi позначають трьома iншими лiтерами: hkl.
З’ясуємо тепер, що саме iндекси Мiллера вiдображають у реально-

му просторi [11, 12]. Для цього спочатку знайдемо таке додатне цiле
число N , яке при множеннi на 1/i, 1/j, 1/k дасть також цiлi числа. Да-
лi вiдкладемо вiдносно довiльного атома ґратки три вектори (N/i)a,
(N/j)b, (N/k)c (звiсно, у цих точках теж будуть знаходитись атоми)
i через кiнцi цих векторiв проведемо площину. Потiм iз обраного ато-
ма опустимо перпендикуляр на отриману площину — цей перпенди-
куляр буде колiнеарним вiдповiдному вектору оберненої ґратки hijk,
а його довжина становитиме d = 1/h. Зрозумiло, що якщо вiдкласти
вiдносно того самого атома вектори (2N/i)a, (2N/j)b, (2N/k)c i теж
побудувати площину (яка за теоремою Фалеса паралельна побудова-
нiй ранiше площинi), то перпендикуляр до цих площин буде також
колiнеарним вектору hijk i матиме таку саму довжину d = 1/h. От-
же, довiльна точка оберненого простору характеризує деякий набiр
паралельних атомних площин у кристалi: модуль вектора оберненої
ґратки, що проведений до цiєї точки, являє собою обернену вiдстань
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мiж двома сусiднiми площинами, а напрямок цього вектора збiгається
з напрямком нормалi до вiдповiдного сiмейства площин. Оскiльки ми
домножували iндекси Мiллера на цiле число N , у реальному просто-
рi всi кратнi iндекси будуть вiдповiдати одним i тим самим атомним
площинам. Наприклад, маємо iндекси 111, для описаного перетворе-
ння необхiдно обрати N = 1, тодi отримаємо в реальному просторi
множники 1, 1, 1. Якщо ж взяти iндекси 333, то необхiдно покласти
N = 3, однак у реальному просторi знов отримаємо множники 1, 1,
1. Не дивлячись на це, нескорочений запис iндексiв Мiллера стане у
пригодi далi, при розглядi дифракцiї.
Декiлька слiв про рiзнi види запису iндексiв Мiллера. Зазвичай за-

пис hkl або 123 означає вузол оберненої ґратки (рефлекс), запис (hkl)
або (123) — вiдповiдну кристалiчну площину або сiмейство площин,
запис [hkl] або [123] — кристалографiчний напрямок, а запис 〈hkl〉 або
〈123〉 — сiмейство кристалографiчних напрямкiв типу [hkl].
Окрiм iндексiв Мiллера, в лiтературi зустрiчаються iншi типи iн-

дексiв — наприклад iндекси Браве (див. [11,12]). Цей тип iндексування
досить зручний при аналiзi гексагональних структур, однак, оскiльки
гексагональну ґратку можна подати як ромбоедричну, нами таке iн-
дексування розглядатись не буде.

1.1.1. Кубiчна ґратка

Це найбiльш простий випадок, однак у дещо модернiзованому виглядi
вiн дуже часто зустрiчається на практицi, тому що багато бiльш склад-
них кристалiчних ґраток (наприклад, алмазу чи цинкової обманки)
можна утворити з декiлькох кубiчних ґраток, якi вкладенi одна в одну
(детальнiше в п. 1.2.2).
З назви ґратки витiкає, що сторони елементарної кристалiчної ко-

мiрки: a = b = c та вiдповiднi кути α = β = γ = 90◦ (рис. 1.2, а).
Вiдповiдно в оберненому просторi елементарна комiрка буде мати всi
сторони довжиною 1/a (див. формулу (1.2)) та кути по 90◦ (рис. 1.2, б ).

1.1.2. Тетрагональна ґратка

Для цiєї ґратки виконуються спiввiдношення: a = b �= c та α = β = γ =
90◦ (рис. 1.3, а). Цей випадок досить часто зустрiчається при псевдо-
морфному ростi багатошарової структури — коли кристалiчна будова
епiтаксiйної плiвки вiдтворює структуру пiдкладки. Тобто, якщо має-
мо товсту пiдкладку з якоюсь модифiкацiєю кубiчної ґратки (напри-
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Рис. 1.2. Елементарна комiрка кубiчної ґратки: а — прямий простiр, б — обернений

клад, структура сфалериту) i за допомогою молекулярно-променевої
епiтаксiї (МПЕ) на пiдкладцi вирощується шар з подiбною кристалi-
чною структурою (випадок вирощування Ge плiвки на Si пiдкладцi,
або AlAs чи InAs на GaAs), то елементарнi комiрки шару, що вирощу-
ється, деформуються таким чином, щоб латеральнi параметри ґратки
дорiвнювали вiдповiдним значенням для пiдкладки. При цьому стала
ґратки у напрямку нормалi збiльшується, якщо параметр релаксова-
ної ґратки шару бiльший, або зменшується в протилежному випадку.
Звичайно таке вирощування можливо лише до деякої скiнченної тов-
щини шару (так звана докритична товщина), яка тим бiльша, чим
менша невiдповiднiсть параметрiв ґратки шару i пiдкладки Δa/a. До-
кладнiше це буде описано в параграфi 1.6 та в роздiлi 4, присвяченому
експериментальним дослiдженням шаруватих структур.
Для тетрагональної ґратки перехiд мiж прямим та оберненим про-

стором визначається рiвнянням (1.2) (рис. 1.3, б ).

1.1.3. Триклинна ґратка

Найбiльш загальний випадок кристалiчної ґратки — триклинна
(рис. 1.1, а). Тут a �= b �= c та α �= β �= γ. У цьому випадку для
переходу мiж прямою i оберненою ґратками треба використовувати
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Рис. 1.3. Елементарна комiрка тетрагональної ґратки: а — прямий простiр; б —
обернений

загальнi рiвняння (1.1). Звичайно, в оберненому просторi елементар-
на комiрка буде дещо схожа на комiрку в прямому просторi, однак
без розрахунку складно отримати вигляд цiєї комiрки в оберненому
просторi (рис. 1.1, б ).
Iншi типи ґраток Браве можна розглядати як частинний випадок

триклинної, прирiвнюючи деякi кути до 90◦ та деякi сторони мiж со-
бою. Кубiчна i тетрагональна ґратки були розглянутi окремо як най-
бiльш поширенi випадки, а ще тому, що деякi автори помилково пере-
носять досить простi правила переходу мiж прямою та оберненою те-
трагональною чи кубiчною ґратками (рiвняння (1.2)) на бiльш складнi
випадки, де необхiдно використовувати загальнi рiвняння (1.1). Крiм
того, зважаючи на можливостi сучасної обчислювальної технiки, мо-
жна запрограмувати один раз унiверсальне рiвняння (1.1), а не вико-
ристовувати специфiчнi формули для кожної сингонiї.
Щодо непримiтивних ґраток, далi буде показано, що i для них мо-

жна застосовувати наведенi методи побудови оберненої ґратки, однак
деякi вузли будуть вiдсутнi завдяки фазовим спiввiдношенням (див.
п. 1.2.2). Але, щоб зрозумiти, до чого тут взагалi фаза, треба спочатку
показати зв’язок оберненого простору з явищем дифракцiї.
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1.2. Зв’язок дифракцiї з оберненим
простором

Нехай на кристал з кубiчною ґраткою падає електромагнiтне випро-
мiнювання з довжиною хвилi спiвмiрною з вiдстанню мiж атома-
ми: характерна довжина рентгенiвського випромiнювання, що вико-
ристовується на лабораторному обладнаннi (так звана Cu Kα1 лiнiя)
λ = 1,540562 Å, а параметр ґратки кремнiю (Si) a = 5,43086 Å.
Спочатку введемо декартовi системи координат у прямому i обер-

неному просторах. Досить зручно обрати в обох просторах поверхню
кристала за площину XY , а вiсь Z направити по зовнiшнiй нормалi
до поверхнi. Тодi залишається пов’язати, наприклад, вiсь X з яки-
мось напрямком, а вiсь Y буде утворювати праву трiйку векторiв з
уже визначеними осями. Нехай вiсь X, для зручностi, буде напрям-
лена вздовж проекцiї променя, що падає на кристал, однак протиле-
жно до напрямку променя для кутiв падiння (кут мiж променем i
поверхнею) менше нiж 90◦ (рис. 1.4). Площину XZ називають пло-
щиною падiння, оскiльки у введенiй системi координат промiнь, що
падає, завжди лежить у цiй площинi. В оберненому просторi обра-
нi напрямки осей зберiгаються, оскiльки, як вже було зазначено, на-
прямки в обох просторах не змiнюються. Звичайно, можна ввести
осi координат iншим чином, наприклад, пов’язати вiсь X з якимось
напрямком у кристалi, проте, як буде показано в параграфi 1.3, це
може ускладнити розв’язок задачi пошуку променя, що дифрагував
на структурi.

Рис. 1.4. Iлюстрацiя закону Вульфа–Брегга. Рiзниця ходу мiж променями дорiвнює
3λ i позначена синусоїдою. Падаючi променi K0 — червонi, дифрагованi Kh —
зеленi
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Якщо для деяких кристалiчних площин з мiжплощинною вiддаллю
d виконується спiввiдношення Вульфа–Брегга:

2d sin θ = nλ, (1.4)

де θ — кут мiж променем, що падає, та площинами, а n — натуральне
число, то вiдбувається дифракцiя (рис. 1.4). Це досить легко пояснити
наглядно: у цьому випадку рiзниця ходу мiж променями, якi дифрагу-
вали на рiзних атомних площинах (ABC на рис. 1.4) дорiвнює цiлому
числу хвиль, тому цi хвилi пiдсилюють одна одну, i саме в напрям-
ку, вказаному на рисунку, вiдбувається дифракцiя. Цей напрямок для
геометричного розгляду дифракцiї вiдповiдає закону Снеллiуса: кут
падiння на атомну площину дорiвнює куту дифракцiї. В оберненому
просторi падаючу хвилю зазвичай зображають як вектор (так зва-
ний хвильовий вектор K), напрямок якого збiгається з напрямком
хвилi, що падає у прямому просторi (точнiше з напрямком вектора
Умова–Пойнтiнга падаючої хвилi), а довжинаK = 1/λ. Зазначимо, що
в деяких роботах довжину хвильового вектору вводять як K = 2π/λ,
однак це роблять з мiркувань бiльш компактного запису фазових мно-
жникiв exp(2πKr). Але це не збiгається з введенням оберненого про-
стору за допомогою формул (1.1), тому такий пiдхiд потребує ще i
переозначення оберненого простору. Якщо дифракцiя виникає внаслi-
док пружної взаємодiї випромiнювання з речовиною (розгляд випадку
непружної взаємодiї виходить за рамки монографiї), то довжина хвилi
дифрагованого випромiнювання теж дорiвнює λ i довжина хвильового
вектора K також зберiгається.
Як було зазначено, атомнi площини з вiддаллю мiж ними d в обер-

неному просторi можна задати вектором оберненої ґратки h, довжина
якого h = 1/d, а напрямок збiгається з нормаллю до площин, що роз-
глядаються. Iнакше кажучи, вектор оберненої ґратки поєднує поча-
ток координат оберненого простору (точку 000) з точкою оберненого
простору, що вiдповiдає набору атомних площин, дифракцiя вiд яких
дослiджується.
За законом Снеллiуса вектор падаючої хвилiK0, дифрагованої хви-

лi Kh та вектор h при виконаннi умови Вульфа–Брегга (1.4) утворю-
ють рiвнобедрений трикутник з основою h i кутами при основi 90◦−θ.
Дiйсно, якщо покласти n = 1 та подiлити лiву i праву частину рiвнян-
ня (1.4) на λd i згадати, як введенi довжини векторiвK i h, отримуємо:
K sin θ = h/2, що є вiрним для рiвнобедреного трикутника (рис. 1.5).
Таким чином, дифракцiя вiдбувається тодi i тiльки тодi, коли пада-

ючий i дифрагований променi та вектор оберненої ґратки, що сполучає
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Рис. 1.5. Рiвнобедрений трикутник з основою h та сторонами K0 i Kh. ω — кут
падiння, в симметричному випадку ω = θ

початок координат з деяким вузлом оберненої ґратки, утворюють рiв-
нобедренний трикутник. Тобто для заданої точки оберненого простору
геометричне мiсце можливих початкiв падаючого хвильового вектора
описує коло (рис. 1.6, а). Саме iз цих точок у напрямку початку коор-
динат оберненого простору необхiдно пускати падаючий промiнь для
отримання дифракцiї. Вибiр конкретної точки вiдбувається при задан-
нi площини падiння за допомогою обертання кристала. Як видно з ри-
сунка 1.6, б, для заданого азимутального положення зразка зазвичай
iснує 2 шляхи променiв для досягнення дифракцiї вiд точки оберне-
ного простору, що розглядається. Причому, не завжди обидва шляхи
можна реалiзувати експериментально (детальнiше див. параграф 1.3).
Описаний вище рiвнобедрений трикутник пояснює ще один дуже

важливий аспект. Позначимо через 2θ зовнiшнiй кут при вершинi,
протилежнiй основi цього трикутника, — це кут мiж продовженням
падаючого променя i дифрагованим (рис. 1.5). При будь-якому розта-
шуваннi вектора оберненої ґратки h вiдносно поверхнi кут 2θ завжди
буде одним i тим самим (при заданiй довжинi хвилi). Тобто значе-
ння кута 2θ є однозначною характеристикою вiдповiдного рефлексу
для конкретного матерiалу. Цей факт покладено в основу порошко-
вого аналiзу матерiалiв (метод Дебая–Шеррера), при якому саме за
значеннями кутiв 2θ, при яких спостерiгається дифракцiя, можливо
з’ясувати склад дослiджуваного порошку чи полiкристалiчного мате-
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Рис. 1.6. Можливi початки K0 (коло) для виконання закону Вульфа–Брегга для
рефлексу 224: а — коло в оберненому просторi; б — перетин кола з площиною
падiння (жовта)

рiалу. Крiм того, саме за цим кутом можна розрахувати вектор ди-
фракцiї для конкретного рефлексу, а через нього i параметр ґратки
дослiджуваного матерiалу (формули (1.3) та (1.1)).

1.2.1. Кратнi рефлекси

Як зазначалося, для характеристики атомних площин достатньо iнде-
ксiв Мюллера, подiлених на найбiльший спiльний множник. Однак у
рентгеноструктурному аналiзi дуже часто використовуються так зва-
нi кратнi рефлекси (наприклад, 004, 224 чи 333). Зрозумiло, що для
примiтивної ґратки такi рефлекси утворюються тими самими атомни-
ми площинами, що i їх скороченi варiанти, так рефлекс 333 утворено
площинами (111). Розглянемо фiзичну природу кратних рефлексiв.
На рис. 1.7 проiлюстровано закон Вульфа–Брегга (1.4) для площин

(001), паралельних поверхнi кристала: дифракцiя вiдбувається тодi,
коли набiг фаз мiж двома сусiднiми атомними площинами дорiвнює
цiлому числу довжин хвиль (у даному випадку n = 1). Тепер роз-
глянемо рефлекс 002 (рис. 1.8). Вiдстань мiж атомними площинами
залишилась та сама (дослiджується кристал з мiжплощинною вiдда-
лю d), однак мiж сусiднiми дифрагованими променями вже «набiгає»
двi довжини хвилi (n = 2). Для рефлексу 004 — вiдповiдно 4 довжи-



22 Роздiл 1. Обернений простiр

Рис. 1.7. Iлюстрацiя закону Вульфа–Брегга для рефлексу 001 у кубiчнiй ґратцi

Рис. 1.8. Iлюстрацiя закону Вульфа–Брегга для рефлексу 002

Рис. 1.9. Iлюстрацiя закону Вульфа–Брегга для рефлексу 004 з вiртуальними пло-
щинами

ни хвилi (n = 4) (рис. 1.9). Рефлекс 003 зображено на рис. 1.4. Iнша
iнтерпретацiя кратних рефлексiв така: можна уявити додатковi атом-
нi площини, на яких вiдбувається дифракцiя (рис. 1.9). Насправдi, як
буде показано далi, у непримiтивних ґратках такi площини можуть
iснувати.
Використання кратних рефлексiв пов’язано iз забороною деяких

рефлексiв, а також iз наявнiстю геометричних обмежень на умови екс-
перименту (докладнiше див. параграф 1.3).
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1.2.2. Ґратки алмазу та сфалериту.
Забороненi рефлекси

Це дуже поширенi типи ґраток для напiвпровiдникiв, тому вони ви-
кликають особливий iнтерес для дослiдження. Елементарна комiрка
такої ґратки може складатись з одного компонента — наприклад, Si
чи Ge (рис. 1.10, а) — ґратка типу алмаза, або з двох: GaAs, InAs,
AlAs (рис. 1.10, б ) — ґратка типу сфалериту (цинкової обманки ZnS),
чи навiть з трьох i бiльше: AlxGa1−xAs, InxGa1−xAs — у таких стру-
ктурах атоми Al чи In просто займають мiсце Ga. Це кубiчна комiрка,
в яку вкладено атоми вiд ще семи елементарних комiрок. Тому, хо-
ча це кубiчна ґратка, деякi вузли оберненої ґратки будуть вiдсутнi
(так званi забороненi рефлекси). Пов’язано це з таким явищем: усе-
рединi елементарної комiрки iснують додатковi атоми, i тому можна
видiлити додатковi атомнi площини. Променi, що дифрагують на цих
площинах, можуть попадати в детектор з фазою, що протилежна (тоб-
то вiдмiнна на π) фазi променiв, якi зазнали дифракцiї на основних
атомах, розташованих у кутах елементарної комiрки. Розглянемо це
явище детальнiше.
З’ясуємо, чому рефлекс 001 заборонений для ґратки типу алмазу i

сфалериту. Будемо називати основними атомними площинами тi, що
сформованi атомами у вузлах примiтивної кубiчної ґратки, що розгля-
далась ранiше (рис. 1.4). Таким чином, в елементарнiй комiрцi алмазу
можна видiлити додаткову атомну площину, утворену атомами в цен-
трах граней, яка буде давати дифрагований промiнь у протифазi до

Рис. 1.10. Елементарнi комiрки а — Si, б — GaAs
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Рис. 1.11. Iлюстрацiя закону Вульфа–Брегга для ґратки сфалериту. Рефлекс 001

Рис. 1.12. Iлюстрацiя закону Вульфа–Брегга для ґратки сфалериту. Рефлекс 002

променю, що дифрагував на основнiй площинi (рис. 1.11). Тобто ди-
фракцiя не буде спостерiгатись. Те саме стосується рефлексу 002, тому
що в елементарнiй комiрцi алмазу можна видiлити ще двi площини,
паралельнi основним (001) (рис. 1.12). З тiєї ж причини неможливо
отримати дифракцiю вiд, наприклад, кожної другої атомної площини.
У двокомпонентних сполуках iз ґраткою типу сфалериту (GaAs,

або ще краще InAs) деякi iз заборонених вузлiв стають доступними,
хоч i слабкими — це так званi квазiзабороненi рефлекси. Справа в тому,
що для подiбних структур можна видiлити площини, складенi з атомiв
рiзного сорту (наприклад, Ga та As), а оскiльки здатнiсть розсiювати
рентгенiвськi променi у цих атомiв рiзна, дифрагована iнтенсивнiсть
вiдмiнна вiд нуля навiть тодi, коли променi, що дифрагували на рiзних
площинах, попадають у детектор з протилежними фазами. Зрозумi-
ло, що чим бiльше вiдрiзняються розсiювальнi здатностi атомiв спо-
луки (зазвичай ця рiзниця пропорцiйна рiзницi атомних номерiв), тим
бiльша iнтенсивнiсть дифрагованого на квазiзаборонених рефлексах
випромiнювання. Так для InAs дифрагована iнтенсивнiсть вiд квазiза-
боронених рефлексiв, наприклад 002 (рис. 1.12), буде значно бiльшою,
нiж для GaAs. Перевага таких рефлексiв полягає в тому, що вони ду-
же чутливi до спотворень ґратки, однак оскiльки вони мають досить
малу iнтенсивнiсть, їх бiльш важко дослiджувати.
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Розглянемо рефлекс 003. Для нього рiзниця фаз мiж променями,
вiдбитими вiд основних атомних площин, дорiвнює 6π, тобто мiж про-
менями, що дифрагували на цих площинах «набiгає» 3 довжини хвилi.
Для комiрки сфалериту фази променiв, дифрагованих на всiх чоти-
рьох атомних площинах комiрки, дадуть:

e0 + e
1
4 6π + e

1
2 6π + e

3
46π = 1 + e

3π
2 + eπ + e

π
2 = 1 − i−1 + i = 0. (1.5)

Таким чином, хвилi, що дифрагували на рiзних атомних площи-
нах комiрки сфалериту, гасять одна одну. Саме тому рефлекси рiзної
кратностi для таких структур є забороненими.

1.2.3. Багатохвильова дифракцiя
Поки що ми розглядали здебiльшого двохвильову дифракцiю — коли
є падаюча хвиля K0 i дифрагована Kh. Це вiдбувається зазвичай при
виконаннi умови Вульфа–Брегга. Частiше вiдбувається однохвильова
дифракцiя — є тiльки одна падаюча хвиляK0 i вiдсутня дифрагована,
тобто умова Вульфа–Брегга не виконана. Однак можна створити такi
умови, тобто пiдiбрати такий напрямок падаючої хвилi K0, що одно-
часно дифракцiя буде вiдбуватись на декiлькох наборах атомних пло-
щин. Це i називається багатохвильовою дифракцiєю. Така дифракцiя
хоч i зумовлена одним падаючим променем K0, напрямки дифрагова-
них хвиль Khi будуть рiзнi (рис. 1.13). Iнодi вирiзняють компланарну
багатохвильову дифракцiю, коли всi дифрагованi променi лежать у
площинi падiння, i некомпланарну. У деяких роботах введено поняття

Рис. 1.13. Багатохвильова дифракцiя, прямий простiр: d1, d2, d3 — перпендикуля-
ри до вiдповiдних атомних площин
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систематичної (коли точки оберненого поростору, якi беруть участь
у дифракцiї, лежать в однiй площинi та утворюють коло з радiусом,
меншим радiуса сфери Евальда) та випадкової багатохвильової дифра-
кцiї (в iнших випадках) [7]. Цi поняття важливi для компланарної ба-
гатохвильової дифракцiї, а в некомпланарнiй можна спостерiгати цi
випадки одночасно. Для розумiння явища багатохвильової дифракцiї
цi поняття не важливi, тому детально не розглядатимуться.

Рис. 1.14. Багатохвильова дифракцiя, обернений простiр

Найпростiший спосiб для знаходження багатохвильової дифра-
кцiї — так зване ренiнгерiвське сканування: обирається деякий си-
метричний рефлекс (набiр площин, паралельний поверхнi кристала);
кристал обертається вiдносно нормалi доти, доки на сферу Евальда,
сформовану можливими кiнцями векторiв Kh, при фiксованому K0

не вийде якийсь вузол оберненої ґратки (рис. 1.14). Експериментально
найчастiше основний вузол обирають квазiзабороненим (наприклад,
002 для структури з поверхнею, палалельною (001)), i коли при обер-
таннi зразка якийсь iнший дозволений вузол (або одночасно декiлька
вузлiв) вийде на сферу Евальда, спостерiгається пiдсилення iнтенсив-
ностi для забороненого рефлексу. Таке пiдсилення вiдбувається внаслi-
док «перекачки» енергiї з однiєї дифрагованої хвилi в iншу. Звичайно
можна спостерiгати багатохвильову дифракцiю i налаштувавшись на
дозволений рефлекс, тодi при обертаннi iнтенсивнiсть може падати,
коли iншi рефлекси виходять на сферу Евальда.
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Основна проблема описаного методу полягає в тому, що в реаль-
них кристалах завжди iснує деяка непаралельнiсть кристалiчних пло-
щин до поверхнi, тому при обертаннi основний набiр площин, вiд яких
спостерiгається дифракцiя, може вийти з вiдбивного положення. На-
справдi для точного проведення ренiнгерiвського сканування зразок
потрiбно обертати не вiдносно нормалi до поверхнi, а вiдносно вектора
дифракцiї основного рефлексу. Однак такий експеримент важче вико-
нати, оскiльки багато навiть сучасних установок не дозволяють задати
такий режим обертання зразка, хоча насправдi це не так складно.
Для чого ж потрiбна багатохвильова дифракцiя? Справа в тому, що

така дифракцiя спостерiгається у дуже малому дiапазонi кутiв азиму-
тального обертання зразка, тому це дає додатковий дуже чутливий
метод контролю спотворень кристалiчної ґратки. Як розраховувати
багатохвильову дифракцiю буде описано в п. 2.4.11, а деякi приклади
її застосування — у роздiлi 3.
Багатохвильова дифракцiя для електронiв спостерiгається значно

частiше, оскiльки їх довжина хвилi значно менша. Наприклад, в еле-
ктронному мiкроскопi з прискорюючою напругою 100 кВ довжина хви-
лi електронiв становить приблизно 0,04 Å, тобто вона в 40 разiв мен-
ша, нiж довжина хвилi Cu Kα1 лiнiї (1,54 Å). Якщо побудувати сферу
Евальда для дифрагованого електронного променя, то вона буде про-
ходити через велику кiлькiсть точок оберненого простору. На рис. 1.15
зображено багатохвильову дифракцiю для довжини хвилi 0,4 Å(для
для довжини хвилi 0,04 Å роздивитись вже нiчого неможливо).

Рис. 1.15. Багатохвильова дифракцiя для довжини хвилi 0,4 Å в оберненому прос-
торi
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1.3. Область доступностi
в оберненому просторi

Для заданої довжини хвилi та геометрiї експерименту можна отримати
дифракцiю тiльки вiд деякої областi оберненого простору, яку назива-
ють областю доступностi [16]. Пiд геометрiєю експерименту зазви-
чай розрiзняють 2 випадки: Брегга, коли дифрагований промiнь вихо-
дить з тiєї ж сторони кристала, з якої входить падаючий (рис. 1.16, а),
та Лауе, коли дифрагований промiнь виходить з iншого боку криста-
ла скiнченної товщини (рис. 1.16, б ). Крiм того, є ще один ступiнь
вiльностi при описi геометрiї експерименту, пов’язаний iз обертанням
кристала вiдносно нормалi до поверхнi. Тому для визначеностi будемо
працювати в описанiй вище системi координат, у якiй зафiксовано пло-
щину падiння XZ, а вiсь Z спрямована вздовж нормалi до поверхнi.
Падаючий промiнь K0 потрапляє на поверхню кристала в напрямку
зменшення значень Z (iнакше вiн мав би виходити з кристала), тобто
в описаних координатах K0z ≤ 0.
Зрозумiло, якщо довжина хвилi λ, то область оберненого простору,

розташована за границею сфери радiуса 2K з центром у початку коор-
динат, буде недоступна для аналiзу. Тобто модуль вектора дифракцiї
Q = Kh − K0 точок, доступних для аналiзу, має бути менше нiж 2K
i досягати максимального значення 2K при антипаралельному розта-
шуваннi Kh та K0 (рис. 1.17, а). Таким чином перше (зовнiшнє) обме-
ження на область доступностi в оберненому просторi — сфера радiусом
2K (рис. 1.17, б ).

Рис. 1.16. Дифракцiя в геометрiї: а — Брегга, б — Лауе
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Рис. 1.17. Обернений простiр, який можна дослiджувати при данiй довжинi хвилi:
а — гранична точка, б — вся область

Оскiльки хвильовий вектор падаючої хвилi K0 лежить у площинi
падiння, точки, якi розташованi на вiдстанi бiльшiй нiж K вiд цiєї
площини, також неможливо дослiдити за допомогою дифракцiї (для
даного положення площини падiння). Тобто до таких точок вектор Kh

просто «не дотягується» (рис. 1.18, а).
Наступним обмеженням буде те, що для заданого кута падiння (ку-

та мiж падаючим променем K0 i поверхнею) геометричне мiсце точок
оберненого простору, якi можуть приймати участь у дифракцiї, являє
собою сферу радiусомK. Отже, початок вектораKh зафiксовано, тому

Рис. 1.18. а — точка, недоступна при заданiй площинi падiння; б — сфера Евальда
для даного положення K0
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Рис. 1.19. Область доступностi при заданiй площинi падiння та у випадку, коли
промiнь K0 падає на поверхню кристала: а — рух сфери Евальда для рiзних кутiв
падiння; б — вся доступна область

що вiн завжди збiгається з початком вектора K0, а його кiнець опи-
сує, зрозумiло, сферу (рис. 1.18, б ) — так звану сферу Евальда. Якщо
розглянути всi можливi положення K0 у площинi падiння, тобто якщо
обертати центр отриманої сфери вiдносно осi Y (рис. 1.19, а), то отри-
маємо тор. Однак частина цього тора буде недоступна, оскiльки для
її досягнення необхiдно, щоб падаючий промiнь прийшов iз кристала,
що протирiчить постановцi задачi. Тому область доступностi зменшує-
ться i утворює фiгуру, зображену на рис. 1.19, б. Необхiдно зазначити,
що ця фiгура, на вiдмiну вiд сфери Евальда на рис. 1.18, б, вже не є
порожнистою — всi точки всерединi принципово доступнi (ця фiгура
утворена змiщенням сфери, однак, оскiльки точки на поверхнi сфери
можуть давати дифракцiю, вся область всерединi фiгури теоретично
доступна — рухому демонстрацiю цього факту дивiться на сайтi [14]).
Врахуємо згаданi ранiше геометрiї експерименту Брегга та Лауе.

В геометрiї Брегга дифрагований промiнь Kh може виходити лише з
тiєї сторони кристала, на яку падає промiнь K0 (рис. 1.16, а), тобто
Khz ≥ 0. Таким чином, з областi, наведенiй на рис. 1.19, б, ще вирiзає-
ться частина, для якоїKhz < 0 (рис. 1.20). Уявити побудову цiєї фiгури
нескладно — її описує пiвсфера радiусом K, центр якої перемiщують
по пiвколу радiусом K вiдносно осi Y (просторова орiєнтацiя пiвсфери
вiдносно поверхнi зберiгається), i всi точки, через якi проходить при
цьому поверхня пiвсфери, доступнi в геометрiї Брегга. Зазначимо, що
область недоступностi, що лишається бiля осi Y i заглиблюється до
початку координат, не має форми внутрiшньої поверхнi тора, а є дещо
складнiшою фiгурою з лiнiйчатим ребром у верхнiй частинi.
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Рис. 1.20. Область доступностi в геометрiї Брегга

Таким чином, можна побачити, що тривимiрна область доступностi
в геометрiї Брегга суттєво вiдрiзняється вiд наведеної в деяких роботах
[17,18] (рис. 1.21).

Рис. 1.21. Неправильна область доступностi в геометрiї Брегга

У геометрiї Лауе необхiдно вiдкинути точки, для яких Khz > 0.
Отримаємо фiгуру, зображену на рис. 1.22.
Як бачимо з наведених рисункiв 1.23, деякi точки оберненого про-

стору можна дослiджувати як за допомогою дифракцiї Брегга, так i
за допомогою дифракцiї Лауе (рис. 1.24).
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Рис. 1.22. Область доступностi в геометрiї Лауе

Рис. 1.23. Рефлекс, доступний в обох геометрiях. Вiдбиття 333: а — в прямому
просторi; б — в оберненому просторi

Треба вiдзначити, що область доступностi в компланарнiй геометрiї
Брегга, яку описують у багатьох роботах [8,9] є правильною (рис. 1.25,
a). Однак тут не можна говорити, що один з недоступних «пiвкiл» це
область, у якiй падаючий промiнь виходить з кристала, а iнший, ди-
фрагований, входить у кристал, тому що працює принцип взаємностi:
можна помiняти мiсцями падаючий i дифрагований променi — i нiчого
не змiниться. Тобто порожнистi пiвкола на рис. 1.25, а вiдповiдають
обом заборонам геометрiї Брегга (K0z > 0 та Khz < 0). Область до-
ступностi для компланарної геометрiї Лауе показана на рис. 1.25, б —
це просто два кола радiусом K.
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Рис. 1.24. Область рефлексiв, доступних в обох геометрiях, обернений простiр

Рис. 1.25. Область доступностi в оберненому просторi в компланарнiй геометрiї:
а — Брегга; б — Лауе

Звичайно, при змiнi довжини хвилi всi описанi областi обернено
пропорцiйно змiнюють свої розмiри, не змiнюючи форму (рис. 1.26).
У деяких експериментах фiксується кут падiння (наприклад, його

обирають рiвним критичному), у той час як зразок може обертатись
(площина падiння не зафiксована). Область доступностi для такого
випадку зображено на рис. 1.27.
Якщо врахувати всi можливi азимутальнi орiєнтацiї заразку, мо-

жна отримати областi фундаметнально доступнi в обох геометрiях —
рис. 1.28.
Для чого потрiбнi всi цi красивi тривимiрнi рисунки? Справа в

тому, що для дослiдження сучасних структур iз квантовими точка-
ми та квантовими дротами необхiдно використовувати некомпланарну
дифракцiю — коли падаючий промiнь K0, нормаль до поверхнi n i
дифрагований промiнь Kh не лежать в однiй площинi. Тому необхi-
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Рис. 1.26. Область доступностi для геометрiї Брегга при λ = 4 Å

дно визначити геометрiю експерименту, при якiй можливо дослiдити
необхiдну область оберненого простору. На рис. 1.29 зображено одну
восьму частини оберненого простору для кристала кремнiю. Легко по-
бачити, якi рефлекси можна дослiджувати при данiй довжинi хвилi i
площинi падiння.

Формули для побудови областi доступностi [16]. Для матема-
тичного пояснення наведених рисункiв наведемо формули, за якими
все це було побудовано. Основнi формули для довiльної геометрiї такi:

|K0| = K; (1.6)
|Kh| = K; (1.7)
Kh = K0 + Q; (1.8)

(K0 · P) = 0; (1.9)
(K0 · N) ≤ 0. (1.10)

де вектор P — перпендикуляр до площини падiння, N — нормаль до
поверхнi зразка.
Для геометрiї Брегга:

(Kh · N) > 0. (1.11)

Для геометрiї Лауе:
(Kh · N) < 0. (1.12)
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Рис. 1.27. При фiксованому кутi падiння доступнi точки оберненого простору зна-
ходяться в приведеному об’ємi

Рис. 1.28. Область доступностi в оберненому просторi для всiх азимутальних орi-
єнтацiй зразка в геометрiї: а — Брегга; б — Лауе

У випадку, коли (Kh · N) = 0, обидвi геометрiї дають однаковий
результат.
Наведемо пояснення записаних формул. Як зазначалося, формули

(1.6) та (1.7) справедливi для пружної взаємодiї, коли довжина хвилi
зберiгається. Формула (1.8) є означенням вектора дифракцiї Q. Фор-
мула (1.9) вказує на те, що K0 лежить у площинi падiння (перпенди-
кулярнiй до її нормалi P), а формула (1.10) доповнює це тим фактом,
що хвиля падає на «лицьову» поверхню зразка. Звичайно, для геоме-
трiї Брегга дифрагована хвиля поширюється з того ж боку кристала,
що i падаюча (формула (1.11)), а у випадку Лауе — в протилежному
(1.12).
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Рис. 1.29. Чверть областi доступностi для геометрiї Брегга для кристалу Si, пло-
щини падiння [11̄0] i, як i ранiше, λ = 1,54 Å

Для того щоб скористатися наведеними векторними формулами,
перейдемо до декартової системи координат. Для точки оберненого
простору з вектором Q (|Q| = Q ≤ 2K) i площини падiння, заданої
нормаллю P, знайдемо падаючий промiнь K0. Для цього з рiвнянь
(1.6)–(1.8) отримаємо рiвняння, яке пов’язує вектори K0 та Q:

(K0 · Q) = −Q2

2
. (1.13)

Далi рiвняння (1.13) та (1.9) можна зобразити в скалярному виглядi
вiдносно K0x:

((QyPz − PyQz)2 + (QzPx − PzQx)2 + (QyPx − PyQx)2)K2
0x −

− Q2(QzPxPz + QyPxPy − Qx(P 2
y + P 2

z ))K0x +

+
Q4(P 2

y + P 2
z )

4
− K4(QyPz − PyQz)2 = 0, (1.14)
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а iншi складовi K0 виглядатимуть так:

K0y =
−PzQ

2/2 + (PxQz − PzHx)K0x

PzHy − PyHz
; (1.15)

K0z =
−PyQ2/2 + (PxQy − PyHx)K0x

PyHz − PzHy
. (1.16)

Дифрагований промiнь Kh легко знайти з рiвняння (1.8) у скаляр-
ному виглядi:

Khx = K0x + Qx ; Khy = K0y + Qy ; Khz = K0z + Qz . (1.17)

Цi формули можуть бути використанi для знаходження експери-
ментальної геометрiї при дослiдженнi деякої точки оберненого про-
стору. Тобто, щоб отримати дифракцiю вiд точки оберненого просто-
ру, заданої вектором Q, за формулами (1.14)–(1.16) можна розрахува-
ти, як треба спрямувати падаючий промiнь, а за формулою (1.17) —
розрахувати положення детектора для фiксацiї дифрагованого про-
меня. Зазначимо, що формули (1.14)–(1.17) справедливi для довiльної
декартової системи координат. Якщо перейдемо до описаної вище си-
стеми координат, де вiсь Z паралельна зовнiшнiй нормалi, а вiсь X
лежить у площинi падiння, то вектори N, P та K0 матимуть вигляд:
N = (0, 0, Nz); P = (0, Py, 0); K0 = (K0x, 0,K0z). Зазвичай довiль-
ну систему координат можна звести до цiєї за допомогою максимум
двох поворотiв. Для зручностi вектори N та P можна вважати орта-
ми: |N| = 1 та |P| = 1. У такiй системi координат нерiвнiсть (1.10)
зводиться до

K0z ≤ 0, (1.18)

а рiвняння (1.14)–(1.16) приймають вигляд

(Q2
z + Q2

x)K2
0x + Q2Q2

xK0x +
Q4

4
+ K4Q2

z = 0; (1.19)

K0y = 0; K0z = ±
√

K2 − K2
0x. (1.20)

Якщо з рiвнянь (1.6)–(1.10) виключити K0 та Kh, то в описанiй
системi координат фундаментально доступна область оберненого про-
стору (половина тору для Qz > 0 на рис. 1.19, б, жовта поверхня на
рис. 1.20, зелена для Qz > 0 на рис. 1.22) приймає вигляд

Q4
z + 2(Q2

x + Q2
y − 2K2)Q2

z + (Q2
x + Q2

y)2 − 4K2Q2
x = 0. (1.21)
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Тут i далi −2K ≤ Qx ≤ 2K та −K ≤ Qy ≤ K задаються, а Qz роз-
раховується. За цiєю формулою знаходяться лише додатнi значення
Qz, а поверхня для Qz < 0 визначається рiвнянням K0z = 0, яке буде
розглянуто далi.
Щоб знайти границi областi доступностi для геометрiй Лауе та

Брегга, необхiдно розв’язати рiвняння поверхнi, для якої Kh пара-
лельне поверхнi кристала (Khz = 0):

Q4
z + 2(Q2

x − Q2
y)Q2

z + (Q2
x + Q2

y)2 − 4K2Q2
x = 0 . (1.22)

Пiдкреслимо, що це не є поверхня розмежування двох геометрiй. Про-
сто однi коренi є граничною поверхнею для першого випадку, iншi —
для другого. Один iз розв’язкiв цього рiвняння зображено фiолето-
вим кольором на рис. 1.22, а iнший — фiолетовим на рис. 1.20. Ще
два коренi вiд’ємнi i недосяжнi завдяки наявностi поверхнi, описаної
нижче.
Границя областi оберненого простору з Qz < 0, яку можна дослi-

джувати (звiсно, тiльки в геометрiї Лауе), а також нижня границя
областi доступностi в геометрiї Брегга, визначаються умовою пара-
лельностi K0 поверхнi кристала (K0z = 0):

Q2
z = −Q2

x − Q2
y + 2K|Qx| . (1.23)

Коренi показанi зеленим на рис. 1.20 (Qz > 0) та на рис. 1.22 (Qz < 0).
Областi доступностi для геометрiй Брегга та Лауе перетинаються

(рис. 1.24), тобто, як було вже зазначено, для деяких точок оберненого
простору можуть бути реалiзованi обидвi геометрiї (див. рис. 1.23).
Область доступностi для випадку зафiксованого кута падiння

(K0z = const) задається рiвнянням

Q2
z + 2K0zQz + Q2

x + Q2
y − 2

√
(K2 − K2

0z)(Q2
x + Q2

y) = 0. (1.24)

Розв’язок для Qz ≥ K0z (геометрiя Брегга) зображено на рис. 1.27
жовтим кольором (−2K � Qy � 2K).

1.4. Експериментальнi геометрiї дифракцiї
З попереднiх параграфiв стає зрозумiлим зв’язок оберненого простору
з дифракцiєю. Тепер необхiдно продемонструвати, як саме виконую-
ться дифракцiйнi експерименти, якi їх рiзновиди iснують i що саме
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Рис. 1.30. Чотиривiсний гонiометр [9]

за допомогою цих експериментiв можна дослiдити. У цьому парагра-
фi будуть описанi саме дифракцiйнi методики експериментiв, якi ви-
користовуються на лабораторних дифрактометрах та синхротронах.
Оскiльки топографiя виходить за рамки даної книги, вона розгляда-
тись не буде.
Розглянемо дифрактометр зi звичайним чотиривiсним гонiометром

(рис. 1.30) i джерелом монохроматичної плоскої хвилi. У двокристаль-
нiй схемi, ДКС, (перший кристал — монохроматор, другий — зразок)
найчастiше використовується «точковий» детектор (сцинциляцiйний
або пропорцiйний) з деякою вхiдною апертурою (ΔθD ≈ 1–2◦), перед
яким для експериментiв iз високою роздiльною здатнiстю (так званий
трьохкристальний спектрометр, ТКС) ставлять аналiзатор (третiй
кристал) з характерною апертурою ΔθA ≈ 10′′. Необхiдно додати, що
iнодi для пiдвищення точностi вимiрювань у двокристальнiй схемi пе-
ред детектором ставлять щiлину, чим зменшують вхiдну апертуру (да-
лi буде зрозумiло, для чого це потрiбно). Iнший варiант детектора —
позицiйно-чутливий детектор (ПЧД), для якого зазвичай вводять та-
кий параметр, як роздiльна здатнiсть (найкращi значення — декiлька
мiкрометрiв). Оскiльки в цьому роздiлi розглядаються тiльки геомет-



40 Роздiл 1. Обернений простiр

ричнi основи сканування оберненого простору, iнтерпретацiя експери-
ментальних результатiв i деякi закономiрностi у вимiряних кривих бу-
дуть описанi в роздiлi 4.
Розглянемо найбiльш поширенi варiанти обертання гонiометра i що

вони являють собою в оберненому просторi. Як i ранiше, падаючий
промiнь позначатимемо вектором K0, а напрямок, в якому встановле-
но детектор, — вектором KhD (якщо детектор має ненульову апер-
туру, KhD спрямовано в його центр) — рис. 1.31, а. В оберненому
просторi напрямки хвильових векторiв зберiгаються, тому вiдкладе-
мо цi вектори таким чином: кiнець вектора K0 спрямуємо в початок
координат (точка 000), а початок вектора KhD сумiстимо з початком
вектора K0. Позначимо вектор оберненого простору, спрямований iз
початку координат у кiнець вектора KhD як Q. Тодi виконується умо-
ва (рис. 1.31, б ):

KhD = K0 + Q. (1.25)

Таким чином, в iдеальних умовах (iдеальний напiвнескiнчепний
зразок, повнiстю монохроматична i плоска хвиля та детектор з ну-
льовою апертурою) напрямок падаючої хвилi i напрямок, у якому фi-
ксується дифрагована хвиля, однозначно задають точку оберненого
простору (що задана вектором Q), якiй вiдповiдає дифрагована в да-
них геометричних умовах iнтенсивнiсть. Звичайно, якщо умови не такi
iдеальнi, зафiксована iнтенсивнiсть вiдповiдатиме не точцi в обернено-
му просторi, а деякому скiнченному об’єму (приклади дещо далi).

Рис. 1.31. Падаючий промiнь K0 та промiнь, що фiксується детектором KhD у
просторах: а — прямому, б — оберненому
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При виконаннi умови Вульфа–Брегга, тобто Q = h, дифрагований
промiнь спрямований точно в детектор: KhD = Kh.
Перейдемо до розгляду найбiльш розповсюджених методiв сканува-

ння оберненого простору. Для цього продемонструємо рух падаючого
променя i детектора вiдносно кристала (або рух кристала i детекто-
ра при закрiпленому джерелi випромiнювання) в прямому просторi i
покажемо, що при цьому описує кiнець вектора KhD в оберненому.

1.4.1. ω/2θ-сканування

Найпоширенiший метод сканування — це так зване ω/2θ-сканування
(рис. 1.32). У цьому випадку гонiометр рухається так, щоб змiна ку-
та, пiд яким фiксується дифрагований промiнь, дорiвнювала змiнi ку-
та входу падаючого променя. Найбiльш просто можна зобразити це
сканування, одночасно рухаючи з рiвними сталими швидкостями де-
тектор в одному напрямку, а джерело — у протилежному (рис. 1.32).
Вiдносно кристалiчних площин, на яких вiдбувається дифракцiя, це
сканування вiдповiдає закону Снелюуса. Назва такого сканування по-
в’язана з тим, що змiна кута падiння ω супроводжується в два рази
бiльшою змiною кута мiж падаючим променем i напрямком, у якому
спостерiгається дифракцiя — так званий кут 2θ, тобто 2Δω = Δ(2θ).
Iншими словами, якщо джерело випромiнювання зафiксовано, що ха-
рактерно для бiльшостi експериментальних установок, i зразок рухає-
ться зi сталою кутовою швидкiстю, то детектор — у два рази швидше
(рис. 1.33).
В оберненому просторi таке сканування описує пряму, яка прохо-

дить через початок координат (точку 000) (рис. 1.34). Звичайно, у
симетричному випадку (кут падiння вiдносно поверхнi дорiвнює ку-
ту дифракцiї вiдносно поверхнi), ця пряма збiгається з нормаллю до
поверхнi.

Рис. 1.32. ω/2θ-сканування в прямому просторi з зафiксованим зразком



42 Роздiл 1. Обернений простiр

Рис. 1.33. ω/2θ-сканування в прямому просторi з зафiксованим джерелом

Рис. 1.34. ω/2θ-сканування в оберненому просторi

Саме такий режим руху гонiометра, а точнiше його симетричний
варiант, коли ω = θ, зазвичай використовують для аналiзу порошкiв
чи полiкристалiв. Детальний опис цього методу не є важливим для
розумiння принципiв дифракцiї i побудови оберненого простору, тому
в монографiї наведений не буде.

1.4.2. ω-сканування

При ω-скануваннi обертається лише зразок, а джерело випромiнюван-
ня i детектор залишаються нерухомими (рис. 1.35). Саме тому криву
дифракцiйного вiдбиття, що можна отримати таким чином, називають
кривою гойдання. Вiдповiдно в оберненому просторi такий тип скану-
вання описує дугу (рис. 1.36, а). Звичайно, що при такому скануван-
нi закон Снелюуса не виконується, i в iдеальних умовах (iдеальний
нескiнченний зразок, повнiстю монохроматична i плоска хвиля та де-
тектор з нульовою апертурою) дифракцiйна картина являла би дещо
подiбне до дельта-функцiї. Однак у реальностi експеримент завжди
неiдеальний (як мiнiмум, зразок не може бути нескiнченним), тому
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Рис. 1.35. ω-сканування в прямому просторi з зафiксованим джерелом

Рис. 1.36. Сканування в оберненому просторi: а — ω, ТКС; б — ω/2θ та ω, ДКС

цей тип сканування дає криву гойдання зi скiнченною напiвшириною.
Оскiльки падаюче випромiнювання можна зробити досить монохрома-
тичним, а кутову апертуру аналiзатора звести до декiлькох кутових
секунд, то цей метод є дуже чутливим до неiдеальностей дослiджу-
ваної структури. Таке сканування особливо корисне для дослiдження
латерально-неоднорiдних структур (детальнiше вплив подiбних неiде-
альностей на дифракцiю описаний у роздiлi 4).
Окремого розгляду потребує цей тип сканування в двокристаль-

ному випадку (ДКС). На рис. 1.36, б показано, що являють собою
двокристальнi ω/2θ- та ω-скани в оберненому просторi. Кожнiй точцi
на довгiй дузi, яка вiдповiдає руху центра детектора, приписується iн-
тенсивнiсть, вимiряна вздовж вiдповiдної короткої дуги, довжина якої
вiдповiдає кутовiй апертурi детектора. Насправдi детектор зазвичай
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має деяку апертуру не тiльки в площинi дифракцiї, однак для по-
яснення рiзницi мiж двокристальною та трикристальною схемами це
неважливо, оскiльки навiть остання має зазвичай досить велику апер-
туру в напрямку, перпендикулярному площинi дифракцiї (детальнiше
це питання розглядатиметься в параграфi, присвяченому позицiйно
чутливим детекторам).
У найбiльш поширеному випадку, коли розподiл максимуму iнтен-

сивностi в оберненому просторi вiдбувається вздовж нормалi до по-
верхнi, обидва режими сканування в межах кутової апертури дете-
ктора дають однакову iнформацiю. Це легко пояснити на прикладi
симетричної дифракцiї: область вздовж нормалi в оберненому про-
сторi вiдповiдає закону Снелюуса, i саме вздовж нормалi проходить
ω/2θ-сканування. При ω-скануваннi кут ω збiльшується, а кут 2θ —
пропорцiйно зменшується (детектор нерухомий), i дифрагована iнтен-
сивнiсть попадає в детектор на вiдстанi 2ω вiд його центра. Таким
чином, якщо половина кутової апертури детектора ΔθD/2 > 2ω, то
дифрагована iнтенсивнiсть попаде в детектор. Тобто при симетричнiй
дифракцiї на вiдхиленнях ω до ±ΔθD/4 скани ω/2θ та ω дають одну i
ту саму картину дифракцiї.

1.4.3. 2θ-сканування

Це досить простий тип сканування — рухається лише детектор, а зра-
зок i джерело залишаються нерухомими. Пiдкреслимо, що для iдеаль-
ного кристала таке сканування майже нiчого не дає, оскiльки воно
протирiчить закону Снелюуса. Звичайно, як випливає iз попередньо-
го пункту, у двокристальному випадку без щiлини таке сканування
майже не має сенсу — детектор буде iнтегрувати всю iнтенсивнiсть у
кутовому дiапазонi, рiвному його вхiднiй апертурi.
На рис. 1.37 показано рух детектора в прямому просторi для 2θ-

сканування, а на рис. 1.38, а — в оберненому. Основне призначення
сканування такого типу — побудова карт оберненого простору — про-
демонстровано у вiдповiдному роздiлi.

1.4.4. ω/Nθ-сканування

Такий тип сканування дуже зручний при дослiдженнi високоякiсних
багатошарових структур. У роздiлi 4 показано, що для таких стру-
ктур найбiльш важлива область оберненого простору, яка потребує
дослiдження, розташована на прямiй, паралельнiй нормалi до поверх-
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Рис. 1.37. 2θ-сканування в прямому просторi

Рис. 1.38. Сканування в оберненому просторi: а — 2θ; б — ω/θ

нi зразка. Тому саме вибором коефiцiєнта N можна досягнути, щоб в
областi дослiджуваного вузла оберненої ґратки сканування проходило
майже по прямiй, паралельнiй нормалi. Наприклад, для дослiдження
рефлексу 113 у структурi з поверхнею, паралельною площинам (001),
можна обрати N = 1 (рис. 1.38, б ).

1.4.5. Карти оберненого простору
та позицiйно-чутливi детектори

Як було продемонстровано в попереднiх пунктах, довiльне сканува-
ння за допомогою точкового детектора дає розподiл iнтенсивностi в
оберненому просторi вздовж деякої лiнiї. Однак для повної iнформацiї
про обернений простiр необхiдно отримати об’ємну картину розподi-
лу дифрагованої iнтенсивностi. Оскiльки отримати таку тривимiрну
картину, використовуючи точковий детектор, досить складно експе-
риментально, зазвичай спочатку отримують двовимiрнi карти обер-
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Рис. 1.39. Приклад карти оберненого простору для симетричного рефлексу 111 вiд
кристала Si

неного простору (КОП), розташованi в площинi дифракцiї (рис. 1.39).
Потiм, змiнюючи просторову орiєнтацiю площини дифракцiї, напри-
клад, обертаючи зразок вiдносно нормалi, отримують набiр таких
КОП, об’єднавши якi, можна побудувати вiдповiдну дiлянку оберне-
ного простору.
Зупинимось докладнiше на методах отримання КОП. Це можна

зробити кiлькома способами, комбiнуючи описанi вище типи скану-

Рис. 1.40. Рiзнi варiанти побудови двовимiрної карти оберненого простору
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Рис. 1.41. Побудова карти оберненого простору за допомогою ω/2θ- сканування

вання. На рис. 1.40 показано, як одну дiлянку можна дослiджувати за
допомогою ω-, ω/2θ- та 2θ-сканувань. Зазвичай достатньо лише одно-
го сканування та зсуву вздовж лiнiї iншого сканування. Найпошире-
нiша комбiнацiя — ω/2θ-сканування та зсув по ω. Робиться це так:
спочатку гонiометр налаштовується на центр вузла оберненої ґратки,
потiм зразок вiдвертається по ω на якийсь кут i проводиться ω/2θ-
сканування (у трикристальному або в двокристальному режимi зi щi-
линою). Далi ω знову змiнюється (в напрямку вузла оберненої ґратки),
i повторюється ω/2θ-сканування. I так далi (приклад побудови див.
на рис. 1.41).
З розвитком реєструвальних приладiв виникла можливiсть для

бiльш продуктивного дослiдження оберненого простору iз використан-
ням позицiйно-чутливого детектора (ПЧД). У геометричному планi
цей прилад являє собою пластину, на яку нанесена матриця детекто-
рiв 1.42, а. В якостi ПЧД зазвичай використовується CCD-матриця.
Такий детектор характеризується наступними параметрами: розмiром
кожного чутливого елемента, вiдстанню мiж ними, кiлькiстю цих еле-
ментiв по двох осях i дiмiчним дiапазоном елемента. Iнодi використо-
вується бiльш проста модифiкацiя ПЧД — лiнiйний детектор, у якому
чутливi елементи встановленi лише вздовж однiєї лiнiї. Якщо такий
детектор розташувати в площинi дифракцiї, це значно прискорить ви-
мiрювання двовимiрних карт оберненого простору (пояснення дивись
у наступному абзацi).



48 Роздiл 1. Обернений простiр

Рис. 1.42. Позицiйно-чутливий детектор: а — прямий простiр (зелена пластина);
б — обернений простiр (фiолетовi лiнiї), рефлекс 004

Що ж реєструє двовимiрний ПЧД в оберненому просторi? Якщо
розташувати цю матрицю перпендикулярно напрямку дифрагованої
хвилi, то в оберненому просторi цей детектор буде вiдразу реєстру-
вати сектор сфери Евальда (рис. 1.42, б ). Таким чином, для отрима-
ння об’ємної картини фрагмента оберненого простору достатньо ви-
користовувати ПЧД i рухати гонiометр лише вздовж однiєї лiнiї в
оберненому просторi, наприклад вздовж лiнiї змiни ω (рис. 1.43, а).
Звичайно, якщо необхiдна iнформацiя лише в площинi дифракцiї, мо-
жна використовувати лiнiйний ПЧД i розташовувати його саме в цiй
площинi, тобто вiн буде вiдразу фiксувати всю криву вздовж лiнiї 2θ
(рис. 1.38, а).

Рис. 1.43. а — тривимiрне сканування оберненого простору за допомогою ПЧД,
GID 400; б — карта ω/2θ − ϕ поблизу рефлексу 224
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Саме з використанням ПЧД зазвичай проводять експерименти з
малокутової дифракцiї, коли промiнь падає на зразок пiд дуже малим
кутом i дифрагований промiнь реєструється також при малих кутах.
Цей метод використовують для дослiдження, наприклад, бiологiчних
об’єктiв.

1.4.6. Iншi варiанти сканування
Звичайно, описаними вище видами сканування оберненого простору їх
перелiк не обмежується. Однак бiльшiсть iнших варiантiв використо-
вується не дуже часто. Зупинимось ще на двох бiльш-менш розповсю-
джених скануваннях.

Карта розподiлу 2θ/ω − X − Y. При такому скануваннi зразок
(зазвичай напiвпровiдникова пластина) рухається так, щоб вимiряти
2θ/ω-скани в його рiзних точках. Як зазначалося, за кутом 2θ можна
розрахувати деяку складову параметра ґратки — наприклад, при си-
метричнiй дифракцiї вiд тетрагональної ґратки розраховується скла-
дова, паралельна нормалi до поверхнi (формула (1.2)). Таким чином
можна отримати значення параметра ґратки в рiзних точках дослi-
джуваної пластини. З напiвширин отриманих кривих можна оцiнити
досконалiсть пластини в кожнiй точцi. Такi вимiрювання дуже поши-
ренi при виготовленнi напiвпровiдникових пластин, i зазвичай є части-
ною технологiчного процесу. Такий тип сканування є скорiше сканува-
нням прямого простору, оскiльки вiн дає iнформацiю про рiзнi точки
пластини в прямому просторi.

Карта ω/2θ − ϕ. Досить цiкавим виявляється сканування обер-
неного простору в режимi, коли знiмається ω/2θ-скан, потiм зразок
обертається вiдносно нормалi за кутом ϕ (рис. 1.30) i знову знiмається
ω/2θ-скан, i так далi. Таким чином, для асиметричного рефлексу мо-
жна отримати конус в оберненому просторi, твiрна якого проходить
вздовж лiнiї ω/2θ (рис. 1.43, б ). Такий тип сканування дуже зручний
для аналiзу багатохвильової дифракцiї. Приклад моделювання такого
сканування i експериментальна карта розглянутi в параграфi 3.7.

Бiльш складнi гонiометри. Крiм описаних чотиривiсних iсну-
ють ще так званi шестивiснi та восьмивiснi гонiометри, в яких окрiм
довiльного положення зразка можна задавати довiльне положення де-
тектора. Для таких дифрактометрiв кiлькiсть можливих комбiнацiй
обертань ще бiльша. Однак, користуючись принципами, описаними в
цьому роздiлi, легко уявити, що будуть являти собою iншi довiльнi
комбiнацiї обертань гонiометра в прямому i оберненому просторах.
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1.5. Формування оберненого простору
за допомогою фур’є-перетворення

Якщо електронна щiльнiсть є перiодичною в трьох вимiрах:

ρ(r) =
∞∑

n=−∞

∞∑
m=−∞

∞∑
p=−∞

δ(x − na, y − mb, z − pc), (1.26)

то її фур’є-перетворення утворює [19]:

F (u) =
∑

h

∑
k

∑
l

(
u − h

a
, v − k

b
, w − l

c

)
, (1.27)

тобто саме обернену ґратку!
Таким чином, зробивши обернене перетворення Фур’є вiд обернено-

го простору, взагалi-то можна отримати вигляд прямої ґратки. Проте
це на так легко зробити, оскiльки необхiдно промiряти весь обернений
простiр (у нескiнченних межах). Крiм того, заважає скiнченний ди-
намiчний дiапазон i шуми реєструвальних приладiв. Однак цей метод
широко застосовується, наприклад, для аналiзу бiологiчних об’єктiв.
На рис. 1.44 наведено приклад двовимiрної ґратки та її швидкого

фур’є-перетворення (FFT). Як бачимо, фур’є-перетворення дещо спо-
творене, оскiльки пряма ґратка має досить невелику кiлькiсть вузлiв,
а для коректного перетворення, як зазначалося, необхiдна нескiнченна
кiлькiсть вузлiв.

Рис. 1.44. Двовимiрна ґратка (а) та частина її швидкого фур’є-перетворення (б )
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1.6. Обернений простiр
для двошарових структур

Розглянемо структуру, складену з товстої пiдкладки та тонкого ша-
ру з подiбною до пiдкладки кристалiчною ґраткою (наприклад Si
та Ge). Такi структури зазвичай виготовляють наступним чином: на
монокристалiчну пiдкладку, виготовлену з одного матерiалу мето-
дом молекулярно-променевої епiтаксiї наносять шар iншого матерiа-
лу. В такiй структурi пiдкладка зазвичай вважається iдеальною та
недеформованою, а шар, в залежностi вiд умов росту, матерiалу та
товщини, може бути напружений, або частково чи повнiстю релаксо-
ваний. Повнiстю напруженим називають шар, латеральний параметр
ґратки (в площинi поверхнi) якого дорiвнює вiдповiдному параметру
ґратки пiдкладки (рис. 1.45, a). Повнiстю релаксованим називається
шар, кристалiчна ґратка якого неспотворена (рис. 1.45, б ). Досить ча-
сто зустрiчається промiжний стан шару — так званий частково рела-
ксований або частково напружений. Такi шари зазвичай мають неодно-
рiдну структуру вздовж напрямку росту. На рис. 1.46 зображено карту
оберненого простору поблизу рефлексу 224 для структури, складеної
з товстої GaAs пiдкладки з нанесеним не неї частково релаксованим
ZnSe шаром.
Подiбна поведiнка кристалiчної ґратки шару, що наноситься на пiд-

кладку, пояснюється наступним. Щоб зберегти внутрiшню енергiю мi-
нiмальною, кристалiчна ґратка шару деформується таким чином, щоб
вiдтворювати кристалiчну ґратку пiдкладки в площинi росту (пара-
лельно поверхнi). Однак параметри ґратки двох матерiалiв зазвичай
вiдрiзняється, тому нормальний параметр ґратки шару змiнюється для
того, щоб зменшити енергiю кристалiчної комiрки (рис. 1.45, a). При
такому ростi зi збiльшенням товщини шару його надлишкова внутрi-
шня енергiя збiльшується i при досягненнi деякої критичної товщини
кристалiчна ґратка релаксує за рахунок утворення дислокацiй. Кри-
тична товщина шару залежить вiд його матерiалу, матерiалу пiдкла-
динки та умов росту.
Оскiльки рiст шару вiдбувається зазвичай при температурi, вiдмiн-

ної вiд кiмнатної (для бiльшостi напiвпровiдникових матерiалiв близь-
ко 500 ◦С), ґратка шару «пристосована» до ґратки пiдкладки саме
при цiй температурi. Однак параметри термiчного розширення мате-
рiалiв шару та пiдкладинки можуть суттєво рiзнитися, тому при охо-
лодженнi структури ґратка може суттєво деформуватись. Внаслiдок
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Рис. 1.45. Двошаровi структури з рiзним ступенем релаксацiї шару: а — повнiстю
напружений; б — релаксований; в — перенапружений; г — перерелаксований. Синiм
кольором зображено пiдкладку, зеленим — шар. Кристалiчнi площини (011)

цього можуть виникнути ситуацiї, наведенi на рис. 1.45, в та 1.45, г.
Такi ґратки будемо називати вiдповiдно перенапруженими та пере-
релаксованими.
Зазначенi види деформованих шарiв в оберненому просторi зобра-

жено на прикладi рефлексiв 004 та 044 на рис. 1.47, a. На цьому рисун-
ку точки вiдповiдають: точка (а) — напруженому (рис. 1.45, а), (б ) —
релаксованому (рис. 1.45, б ), (в) — перенапруженому (рис. 1.45, в) та
точка (г) — перерелаксованому (рис. 1.45, г) шарам. З рисунка видно,
що в структурi з релаксованим шаром (точка (б )) вiдповiднi вузли
оберненої ґратки шару та пiдкладки впорядковано вздовж вiдповiдно-
го вектора оберненої ґратки, оскiльки вiдповiднi кристалiчнi площи-
ни в таких шарах паралельнi (рис. 1.45, б ). Водночас у напруженому



1.6. Обернений простiр для двошарових структур 53

Рис. 1.46. КОП для рефлексу 224 вiд ZnSe шару на GaAS пiдкладцi. Вертикальна
пряма — нормаль до поверхнi n, похила — вектор оберненої ґратки h

Рис. 1.47. Обернений простiр для двошарових структур: а — рiзний ступiнь релак-
сацiї шару, точки (а)–(г) вiдповiдають рисунку 1.45; б — шари з рiзним складом
i релаксацiєю, точки (а)–(б ) вiдповiдають рисунку 1.48. Синi — вузли пiдкладки,
зеленi — шару

шарi латеральний параметр ґратки дорiвнює вiдповiдному параметру
пiдкладки (рис. 1.45, а), тому вiдповiднi вузли в обереному просторi
впорядкованi вздовж нормалi до поверхнi (рис. 1.47, a, точка (а)).
Необхiдно зазначити важливу особливiсть: оскiльки симетричнi

вiдбиття (004 на рисунку 1.47, a) не залежать вiд латерального па-
раметру ґратки, шари з рiзного матерiалу та з рiзним напруженням
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Рис. 1.48. Двошаровi структури: а — повнiстю напружений In0.5Ga0.5As (зелений)
на GaAs пiдкладцi (синя); б — релаксований InAs (зелений) на GaAs пiдкладцi (си-
ня). Шари накладено на пiдкладку з метою бiльш легкого порiвняння. Кристалiчнi
площини (044)

Рис. 1.49. КОП для рефлексу 224 вiд багатошарової структури. Точка (а) — пiд-
кладка, (б ) — релаксований шар, (в) — напружений по вiдношенню до (б ) шар,
(г) — перерелаксований шар. Вертикальна пряма — нормаль до поверхнi n, похи-
ла — вектор оберненої гратки h

досить важко розрiзнiти, виходячи з аналiзу симетричних рефлексiв.
Для такого аналiзу необхiдно використовувати несиметричнi вiдбиття.
На рис. 1.47, б зображено симетричне вiдбиття 004 та асиметричне 044
для напруженого шару In0,5Ga0,5As та релаксованого InAs. Як видно
з рис. 1.48, цi шари мають однаковий нормальний параметр ґратки,
однак рiзний латеральний. Тому симетричнi вiдбиття для цих шарiв
спiвпадають, у той час як асиметричнi легко розрiзнити (рис. 1.47, б ).
На рис. 1.49 наведено приклад карти оберненого простору поблизу

рефлексу 224 для структури, в якiй одночасно можна спостерiгати
рiзнi ступенi напруження. Точка (а) — рефлекс вiд пiдкладки, (б ) —
рефлекс вiд шару, релаксованого вiдносно пiдкладки (розташований
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Рис. 1.50. а — КОП для рефлексу 004 вiд SiGe шару на Si(001) пiдкладi; б — скан
вздовж чорної лiнiї на КОП; в — той самий скан в координатах кривої дифракцiй-
ного вiдбиття

вздовж вектора оберненої ґратки h), точка (в) — шар, напружений по
вiдношенню до шару (б ) (розташований на лiнiї нормалi до поверхнi
зразка n), точка (г) — перерелаксований шар.
Як зазначалося, при релаксацiї виникають дислокацiї (детальнi-

ше див. роздiл 4), тому високоякiснi структури намагаються вирости-
ти повнiстю напруженими. Саме такi структури використовуються в
сучаснiй електроницi, тому аналiзу здебiльшого таких структур бу-
де присвячено наступнi два роздiли. На рис. 1.50, а зображено карту
оберненого простору для повнiстю напруженого шару SiGe на Si(001)
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пiдкладцi. Як видно з рисунку, окрiм вузлiв оберненого простору для
Si та SiGe на картi з’являються додатковi вузли. Це так званi товщин-
нi осциляцiї, якi виникають внаслiдок iнтерференцiї хвиль у тонкому
SiGe шарi. На рис. 1.50, б наведено скан карти обененого простору
вздовж нормалi до поверхнi, яка в симетричному випадку спiвпадає з
вектором обененої гратки (чорна лiнiя на рис. 1.50, а). Зазвичай такий
скан малюють в iнших координатах, як зображено на рис. 1.50, в — це
так звана крива дифракцiйного вiдбиття (КДВ).
Аналiз КДВ є одним з найбiльш поширених методiв отримання iн-

формацiї про багатошарову структуру. Наступнi два роздiли будуть
присвяченi в основному методам моделювання i аналiзу КДВ вiд ша-
руватих структур.



Роздiл 2

ДИНАМIЧНА
ТЕОРIЯ ДИФРАКЦIЇ
ДЛЯ БАГАТОШАРОВИХ
СТРУКТУР

2.1. Динамiчна теорiя дифракцiї:
класифiкацiя та iсторична довiдка

Iснує двi поширенi теорiї, якi описують дифракцiю рентгенiвських про-
менiв у кристалах: кiнематична та динамiчна. Оскiльки розгляд кiне-
матичної теорiї виходить за рамки цiєї роботи, нагадаємо лише, що ця
теорiя базується на незалежному розглядi розсiювання вiд кожного
елемента об’єму з урахуванням втрати енергiї внаслiдок лише звичай-
ного поглинання, не враховуючи взаємодiї дифрагованого випромiню-
вання з речовиною. Динамiчна теорiя дифракцiї враховує всю взаємо-
дiю випромiнювання з речовиною.
Вперше динамiчну теорiю дифракцiї розглянуто Дарвiном [20, 21]

у 1914 роцi: вiн розробив теорiю, що являла собою розширену кiне-
матичну — було враховано ефекти багатократного розсiювання, тобто
взаємодiя кристала не лише з хвилею, що падає, а i з розсiяною хвилею.
Паралельно Евальд у 1916 роцi [22–24] розробив власну динамiчну

теорiю. Вiн розглядав атоми в кристалiчнiй ґратцi як диполi i розра-
ховував їх самоузгоджене поле. У 1931 роцi Лауе [25,26] переформулю-
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вав теорiю Евальда, розглянувши взаємодiю рентгенiвських променiв
з речовиною за допомогою рiвнянь Максвелла, що дозволило значно
простiше отримати тi самi результати, що i в теорiї Евальда.
Слiд зазначити, що хоча всi три теорiї були виведенi зовсiм по-

рiзному, проте вони дають однаковий результат. Деякi автори не мо-
жуть навiть дiйти згоди, з якої теорiї виведено рiвняння Такагi: Отьє
[1] виводить цi рiвняння з теорiї Лауе, а Iверонова [6] зазначає, що їх
виведено з теорiї Дарвiна.
Розвитку динамiчної теорiї дифракцiї присвячено багато робiт, се-

ред яких видiлимо роботи Захарiасена [27], Джеймса [3,28], Отьє [1,29],
Бормана [30–32], Като [33–37] та iн. [2, 10,38,39].
Наступний етап розвитку динамiчної теорiї розсiяння X-променiв

пов’язаний з дифракцiєю в спотворених кристалах. Її початком можна
вважати пiонерську роботу Пеннiга i Полдера [40], у якiй розвинуто
основи так званої хвильової або ейкональної теорiї дифракцiї у слабко
спотворених кристалах.
У цiй монографiї розглянуто теорiю Евальда, модернiзовану Лауе.

Вона, на наш погляд, найбiльш зрозумiла, послiдовна i точна [1].
Пiдкреслимо, що теорiя Лауе є iнтегральною (використовуються та-

кi макропараметри системи, як дiелектрична та магнiтнi сприйнятли-
востi речовини). Саме цей факт iнодi закидають як недолiк методiв,
що базуються на теорiї Лауе, оскiльки часто розглядається взаємо-
дiя випромiнювання з об’єктами, розмiри яких в одному з напрямкiв
порядку атомних i навiть меншi (див. приклад у параграфi 3.4). Пра-
вомiрнiсть такого розгляду пояснюється тим, що такий параметр, як
поляризовнiсть вводиться як функцiя координат χ(r), а не як стала,
тому її можна розрахувати для будь-якої фiзичної моделi. Крiм того
X-променевий структурний аналiз є iнтегральним методом, опромi-
нюється досить велика область зразка, що аналiзується. Отже, при
латеральних розмiрах пучка 10 мм2 кiлькiсть атомiв навiть в одному
атомному шарi становить близько 1012 — цiлком достатньо, щоб вва-
жати структуру такою, що змiнюється плавно за однiєю з координат.

2.2. Виведення головних формул
динамiчної теорiї дифракцiї

Оскiльки в бiльшостi робiт, присвячених X-променевому структурно-
му аналiзу, рiвняння розповсюдження наведено у спрощеному виглядi
без доведення та опису припущень, у цьому параграфi всi рiвняння



2.2. Виведення головних формул динамiчної теорiї дифракцiїї 59

виведено з рiвнянь Максвелла з детальним описом застосованих спро-
щень i припущень.

2.2.1. Рiвняння розповсюдження

Рiвняння Максвелла в системi Сi для середовища з дiелектричною
проникнiстю ε та магнiтною проникнiстю μ у непровiдному середовищi
без вiльних зарядiв1 має вигляд:

rotH =
∂D
∂t

; (2.1)

rotE = −∂B
∂t

; (2.2)

div D = 0; (2.3)
div B = 0, (2.4)

де E i D — вiдповiдно напруженiсть та iндукцiя електричного поля;
H i B — вiдповiдно напруженiсть та iндукцiя магнiтного поля.
Матерiальнi рiвняння:

D = ε0εE; (2.5)
B = μ0μH, (2.6)

тут ε0 = 8,85418782 · 10−12 Ф/м, μ0 = 1,256637061 · 10−6 Гн/м.
Розв’язок рiвнянь Максвелла шукаємо у виглядi

E(r, t) = E(r) exp(2πiνt) (2.7)

де ν — частота, t — час та r — радiус-вектор.
Якщо взяти rot вiд рiвняння (2.2) та пiдставити туди (2.1), то з

урахуванням (2.5) та (2.6) отримаємо:

rot rotE = −μ0με0ε
∂2

∂t2
E. (2.8)

Врахуємо що швидкiсть свiтла c = 1/
√

μ0ε0 та ν = Kc, де K =
1/λ — довжина хвильового вектора у вакуумi, λ — довжина хвилi.
Замiсть дiелектричної сприйнятливостi ε введемо поляризовнiсть χ,

1Рентгенiвськi променi взаємодiють з електронами, що знаходяться на близьких
до ядра оболонках, тому вiльнi та валентнi електрони можна не враховувати.



60 Роздiл 2. Динамiчна теорiя дифракцiї для багатошарових структур

пов’язану спiввiдношенням: ε = 1 + χ. Покладемо μ = 1, що правомiр-
но для рентгенiвських хвиль (див. [1] та пояснення припущень напри-
кiнцi роздiлу) i, скоротивши часову залежнiсть exp(2πiνt), отримаємо
рiвняння розповсюдження:

rot rotE − 4π2K2(1 + χ)E = 0. (2.9)

Скориставшись спiввiдношенням

rot rot = grad div−Δ,

запишемо рiвняння розповсюдження у виглядi

ΔE − grad div E + 4π2K2(1 + χ)E = 0. (2.10)

Звернемо увагу на другий доданок у (2.10) — у бiльшостi робiт ним
просто нехтують. Це пояснюється тим, що величина поляризовностi
χ досить мала (порядку 10−5), тому напруженiсть E та iндукцiя D
електричного поля вiдрiзняються слабо. Враховуючи це, рiвняння (2.3)
часто замiняють div E = 0, i другий доданок просто зникає. Однак таке
припущення є хибним у випадках малих кутiв дифракцiї [41]. Тому в
п. 2.4.11 буде розглянуто розв’язок без цього припущення.
Координатна частина (2.7) для плоскої хвилi в середовищi з пока-

зником заломлення n =
√

εμ ≈ √
1 + χ має вигляд

E(r) = E0 exp(−2πik · r), (2.11)

де k = nK — довжина хвильового вектора в середовищi.
Виконавши пiдстановку (2.11) в рiвняння розповсюдження (2.10),

отримаємо

k2

K2
E − (k · E)k

K2
− (1 + χ)E = 0. (2.12)

Враховуючи, що кристал — це перiодичне середовище, розглянемо X-
променеву хвилю як суму блохiвських хвиль, кожна з яких вiдповiдає
точцi оберненого простору, що бере участь у дифракцiї:

E(r) =
∑

h

Eh exp(2πikh · r), (2.13)

а також запишемо поляризовнiсть у виглядi її фур’є-розкладу (роз-
клад вiдбувається за векторами оберненої ґратки h, якi ведуть до тих
самих точок оберненого простору):

χ =
∑
h′

χh′ exp(2πih′ · r). (2.14)
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Пiдставивши (2.13) та (2.14) в рiвняння розповсюдження (2.12),
отримаємо систему рiвнянь

(k2
h − K2)
K2

Eh =
(kh · Eh)kh

K2
+

∑
h′

χh−h′Eh′ . (2.15)

Зазначимо, що в бiльшостi робiт цю систему рiвнянь записують
у спрощеному виглядi, нехтуючи першим доданком у правiй частинi
рiвностi, який вiдповiдає div E. Тодi система прийме вигляд

(k2
h − K2)
K2

Eh =
∑
h′

χh−h′Eh′ . (2.16)

Систему рiвнянь 2.15 можна звести до скалярної двома способами:
1) розкласти за координатами (кожне векторне рiвняння трансформує-
ться в три скалярних); 2) ввести поляризацiю хвилi i розглядати окре-
мо двi поляризацiї (кожне рiвняння розкладається на два). Перший
шлях бiльш точний, i у випадку багатохвильової дифракцiї тiльки вiн
дозволяє правильно розв’язати задачу, однак другий шлях простiший,
тому вiн застосовується у бiльшостi алгоритмiв розрахунку дифракцiї.
Рiвнiсть нулю детермiнанта системи (2.15) являє собою дисперсiйне

рiвняння, тобто рiвняння, яке зв’язує хвильовi вектори у системi iз
показником заломлення:

det ΔE = 0. (2.17)

Найбiльш розповсюджений випадок дифракцiї рентгенiвських
хвиль — коли задiяно двi сильнi хвилi, зазвичай їх позначають iн-
дексами 0 та h (звiсно, однохвильовий випадок зустрiчається частiше,
однак практично не має застосування):

E(r) = E0 exp(2πik0 · r) + Eh exp(2πikh · r). (2.18)

За умови колiнеарностi векторiв E i D, а також при χ ≈ χ0 (до-
сить обгрунтоване припущення, оскiльки χ0 на 1–2 порядки бiльше за
χh) рiвняння розповсюдження (2.15) у двохвильовому випадку набуває
вигляду ⎧⎪⎪⎨

⎪⎪⎩
(k2

0 − (1 + χ0)K2)
K2

E0 = Cχh̄Eh;

(k2
h − (1 + χ0)K2)

K2
Eh = CχhE0,

(2.19)
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а дисперсiйне рiвняння (2.17) записується так:

(k2
0 − (1 + χ0)K2)(k2

h − (1 + χ0)K2) = C2K4χh̄χh, (2.20)

де h̄ вiдповiдає зворотнiй хвилi; C — поляризацiйний множник (C = 1
для σ- i C = cos(2θ) для π-поляризацiї, θ — кут мiж атомною площи-
ною, вiд якої йде дифракцiя, i падаючим променем). У бiльшостi робiт
використовують спрощений вигляд поляризацiйного множника C для
π-поляризациiї: C = cos(2θ0), де θ0 — кут Брегга, але таке припущення
може бути використано тiльки поблизу точного бреггiвського кута.
Рiвняння розповсюдження (2.10) можна записати також для iнду-

кцiї електричного поляD (див. п. 2.3.2), але в цьому випадку необхiдно
похiднi брати вiд виразу D/ε, що значно ускладнює розв’язок. Тому
при записi рiвняння розповсюдження в термiнах D використовують
припущення про малу величину поляризовностi. Спрощена система
рiвнянь (аналогiчна 2.16) приймає вигляд

(k2
h − K2)

k2
h

Dh =
∑
h′

χh−h′Dh′ . (2.21)

Насправдi немає рiзницi, в яких величинах розв’язувати задачу,
оскiльки матерiальне рiвняння (2.5) є цiлком точним, тому обидва пiд-
ходи рiвноцiннi. В наступних параграфах застосовано обидва пiдходи
для забезпечення найбiльш близького до авторського викладення вiд-
повiдних алгоритмiв розрахунку дифракцiї.
Розв’язавши рiвняння (2.15), можна знайти хвильовi вектори (kh)

та з точнiстю до деякого множника хвильовi поля в середовищi (Eh).
Однак, щоб остаточно визначити величини полiв, необхiдно накласти
на розв’язок граничнi умови.

2.2.2. Граничнi умови
На границi подiлу двох середовищ мають виконуватись такi умови: не-
перервнiсть тангенцiальних (паралельних границi) складових електри-
чного та магнiтного полiв (Et, Ht) та нормальних (перпендикулярних
границi) складових їх iндукцiй (Dn, Bn):

Et = const; (2.22)
Ht = const; (2.23)
Dn = const; (2.24)
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Bn = const. (2.25)

Якщо врахувати рiвностi, отриманi з (2.2) та (2.5),

D = ε0(1 + χ)E, (2.26)

H =
[k × E]

K
, (2.27)

а також (2.13), (2.14) та припущення μ = 1, граничнi умови можна
записати у виглядi: ∑

h

(Eh)t = const; (2.28)

∑
h

(
(Eh)n +

∑
h′

χh−h′(Eh′)n

)
= const; (2.29)

∑
h

[kh × Eh] = const. (2.30)

У випадку псевдоморфної структури рiвнiсть нормальних компо-
нент у рiвняннi (2.30) (тобто рiвняння (2.25)) являє собою лiнiйну ком-
бiнацiю рiвнянь (2.28), тому що латеральнi компоненти (паралельнi
площинi границi подiлу) хвильових векторiв у рiзних шарах однаковi.
У бiльшостi робiт нехтують рiзницею мiж напруженiстю та iндукцi-

єю полiв, записуючи граничнi умови у виглядi двох скалярних рiвнянь:

E = const; knE = const,

де kn — проекцiя хвильового вектора на нормаль до поверхнi. В iнших
роботах цi умови записують для iндукцiї електричного поля. Однак та-
кий запис справедливий лише з точнiстю до величини поляризовностi,
типове значення якої має порядок 10−5.
Пiдсумуємо зробленi при виведеннi формул припущення та їх мо-

тивацiю:

• Розглядаються плоскi монохроматичнi хвилi. Подiбне припуще-
ння добре збiгається з експериментом на сучасних синхротро-
нах, де вiдстань вiд джерела випромiнювання до дослiджува-
ного зразка може сягати 1 км, а вiдносна змiна довжини хвилi
Δλ/λ ≈ 10−8.

• Середовище кристалiчне i в межах шару однорiдне. Саме на базi
таких кристалiв будуються сучаснi напiвпровiдниковi прилади, а
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неоднорiднiсть у напрямку нормалi до поверхнi легко врахувати,
розбиваючи на бiльш тонкi однорiднi шари. Крiм того, iснуючi
неоднорiдностi середовища (наприклад, квантовi точки та дроти,
а також тепловi коливання атомiв ґратки) можна врахувати за
допомогою фактора Дебая–Валлєра (DW = 0 . . . 1, DW = 1 для
iдеально кристалiчного середовища i DW = 0 для аморфного),
на який домножується поляризовнiсть (χh).

• Вiдсутнi заряди та струми. Як зазначалося, X-променi взає-
модiють з електронами на внутрiшнiх оболонках атомiв, тому
наявнiсть вiльних електронiв майже не впливає на розсiювання.
Струми не розглядаються з тiєї самої причини.

• μ = 1. Взаємодiя рентгенiвських променiв з магнiтним полем
значно слабше, нiж з електричним [ [42]]. Вiдношення амплiтуди
магнiтного розсiяння до електричного дорiвнює:

Amagnetic

Acharge
=

�ω

mc2
.

Для випромiнювання з енергiєю 10 кеВ (близько 1Å) це вiдноше-
ння приблизно дорiвнює 0,01. Тобто вiдношення iнтенсивностей
буде близько до 10−4. Тому необхiднiсть враховувати взаємодiю
з магнiтним полем X-променiв виникає тiльки у випадку ано-
мального розсiювання — коли енергiя випромiнювання близька
до енергiї власних електронних переходiв речовини, що дослi-
джується. Розгляд аномального розсiювання виходить за рамки
цiєї монографiї.

2.3. Розв’язок дисперсiйного рiвняння

Розв’язок дисперсiйного рiвняння (2.17) дозволяє знайти хвильовi ве-
ктори у речовинi [43]. Спочатку опишемо, як зазвичай розв’язує-
ться дисперсiйне рiвняння, а потiм розглянемо деякi методи точного
розв’язку цього рiвняння.
Розглянемо спочатку варiанти розв’язку найбiльш важливого ви-

падку двох сильних хвиль, а потiм — випадок трьох та чотирьох хвиль.
Метод розв’язку у випадку ще бiльшої кiлькостi хвиль (майже до не-
скiнченностi) наведено у п. 2.4.11.
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2.3.1. Розрахунок хвильових векторiв

У значнiй кiлькостi робiт з X-променевого дифракцiйного аналiзу для
задання дифрагованих векторiв у рiвняннях вводиться кутова змiн-
на [29]:

βh =
k2
0 − k2

h

K2
, (2.31)

де k0 та kh — вiдповiдно довжини падаючого та дифрагованого хви-
льових векторiв у середовищi, K — довжина хвильового вектора в
вакуумi.
Iснують два способи визначення змiнної βh: 1) точний розраху-

нок хвильових векторiв; 2) наближене визначення через кут Вульфа–
Брегга θ0 (тут i далi θ — кут мiж променем та атомною площиною, на
якiй вiдбувається дифракцiя) та вiдхиленняΔθ падаючого променя вiд
θ0. Зазвичай для багатопроменевої дифракцiї наближенi обчислення
майже неможливо використати, тому застосовують точний чисельний
розв’язок, iнодi з деякими спрощеннями (див. п. 2.4.8 та 2.4.11).

Параметр вiдхилення вiд бреггiвського кута. Найбiльш по-
ширений наближений запис кутової змiнної βh при симетричнiй ди-
фракцiї [1]:

βh = 2Δθ sin(2θ0), (2.32)

Однак вираз (2.32) виведено в лiнiйному наближеннi (кола поблизу
точки Лоренца замiненi на дотичнi — див. рис. 2.4, а), тому цей вираз
можна застосовувати лише поблизу точного бреггiвського кута. Заус
[44] ввiв цю змiнну бiльш строго [45]:

βh = 2γh

[
Δθ

sin 2θ0

sin(θ0+Φ)
+

1
2
(Δθ)2

(
cos 2θ0

sin(θ0+Φ)
− sin2(θ0−Φ)

sin3(θ0+Φ)

)]
, (2.33)

де γ0 = sin(θ−Φ) та γh = − sin(θ +Φ) — параметри асиметрiї; Φ — кут
мiж поверхнею та кристалiчними площинами, вiд яких вiдбувається
дифракцiя.
Звичайно, наближенi формули дозволяють бiльш швидко розрахо-

вувати дифракцiю, проте вони застосовнi лише для невеликих вiдхи-
лень вiд кута Брегга, тобто для βh 	 1. Для кутiв βh ≈ 1 цi формули не
можна використовувати, крiм того вони не застосовнi для розрахунку
зворотньої дифракцiї (при θ ≈ 90◦).
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Точний розрахунок. Окрiм наближених формул, для знаходже-
ння хвильових векторiв можна використовувати пряме обчислення.
Для цього у дисперсiйному рiвняннi залишають тiльки одну змiнну.
Це можна зробити завдяки умовi неперервностi на границi подiлу се-
редовищ складової хвильового вектора, яка паралельна цiй границi, а
також зв’язку мiж хвильовими векторами вигляду kh = k0 + h. Для
двохвильового випадку дисперсiйне рiвняння є рiвнянням четвертого
ступеня i може бути розв’язане чисельно або аналiтично. У випадках,
коли iнформацiя про дзеркально вiдбитий промiнь та промiнь, що про-
йшов, неважлива, можна використати спрощене дисперсiйне (квадра-
тне) рiвняння. Розглянемо детальнiше методи точного знаходження
хвильових векторiв.

2.3.2. Чисельний та наближений аналiтичний
розв’язки у двохвильовому випадку

Дисперсiйна поверхня є одним iз найбiльш зручних i наочних iнстру-
ментiв дослiдження дифракцiї рентгенiвських променiв. Для успiшно-
го моделювання дифракцiйних процесiв потрiбно знати хвильовi ве-
ктори всiх наявних у системi хвиль, для чого необхiдно якомога точнi-
ше розв’язати дисперсiйне рiвняння (2.17).
Цiєю проблемою займалися багато авторiв [1,4,10,29], проте у бiль-

шостi робiт це були або наближенi геометричнi моделi, або чисельнi
моделi окремих випадкiв. Дуже часто уявлення про дисперсiйну по-
верхню для геометрiї Лауе переносилися на геометрiю Брегга: картин-
ку просто повертали на 90◦ (рис. 2.1). Найбiльш повний аналiз диспер-

Рис. 2.1. Дисперсiйна крива для симетричної геометрiї Брегга: а — точно розрахо-
вана; б — типова ( [8])
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сiйного рiвняння для випадку Брегга наведено у роботах T. Fukamachi
[46–48], проте графiки були приведенi тiльки для симетричної дифра-
кцiї зi спрощеннями та з аналiзом деяких умовних параметрiв, якi не
мають фiзичного змiсту.
У цiй главi представлено чисельний розв’язок дисперсiйного рiв-

няння для двохвильового випадку як у геометрiї Брегга, так i Лауе,
декiлькома рiзними методами, а також аналiтичний розв’язок набли-
женого рiвняння поблизу кута Брегга (для двох коренiв). Крiм то-
го, проаналiзовано приблизний пiдхiд для пошуку хвильових векто-
рiв, що застосовується в бiльшостi програмах для розрахунку кривих
дифракцiйного вiдбиття, а також порiвняно цей пiдхiд з чисельним
розв’язком.
Цiннiсть запропонованого точного розв’язку дисперсiйного рiвнян-

ня виявляється найчiткiше при аналiзi експериментальних кривих гой-
дання далеко вiд бреггiвського положення. Це завдання стає все акту-
альнiшим зi зменшенням характерних розмiрiв дослiджуваних об’є-
ктiв, таких як квантовi точки i квантовi дроти, надтонкi шари (товщи-
ною в кiлька постiйних ґратки) i т.iн. Перевагою чисельного розв’язку
є також точнiший аналiз структур, що складаються з матерiалiв, якi
значно рiзняться параметрами ґраток. Такий пiдхiд має значно збiль-
шити точнiсть аналiзу експериментальних кривих, одержаних у сильно
асиметричнiй геометрiї, зокрема, при ковзнiй дифракцiї (GID).

Чисельний розв’язок дисперсiйного рiвняння 4-го ступеня
(геометрiя Брегга). Перейдемо до безрозмiрних хвильових векторiв,
а також векторiв оберненої ґратки:

k0 ≡ k0

K
, kh ≡ kh

K
, h ≡ h

K
. (2.34)

Дисперсiйне рiвняння у двохвильовому випадку (2.20) приймає вигляд

(k2
0 − n2)(k2

h − n2) = C2χhχh̄. (2.35)

Вiдзначимо, що для рiвняння розповсюдження, записаного для iн-
дукцiї електричного поля (2.21), дисперсiйне рiвняння з наведеними
хвильовими векторами матиме вигляд [1]:

(
k2
0 − 1
k2
0

− χ0

)(
k2

h − 1
k2

h

− χ0

)
= C2χhχh̄. (2.36)
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Можна показати, що ця формула зводиться до (2.35) при замiнi

n →
√

1 − χ0

(1 − χ0)2 − C2χhχh̄

≈
√

1 + χ0, (2.37)

що говорить про те, що обидва цi пiдходи практично еквiвалентнi (да-
ний факт був пiдтверджений моделюванням).
Перейдемо до декартової системи координат, враховуючи, що при

заломленнi зберiгаються тангенцiальнi складовi хвильових векторiв
(дорiвнюють x для K0i i K0 та d для Khi i Kh на рис. 2.2). Введе-
мо такi величини (рис. 2.2):

z = h cos ϕ, x = − cos α, d = −x + h sin ϕ,

де h — вектор оберненої ґратки, α — кут мiж падаючим з вакууму на
поверхню променем K0 i поверхнею, ϕ — кут мiж нормаллю i векто-
ром h.
Тодi квадрати модулiв хвильових векторiв можна виразити так:

k2
0 = x2 + y2,

k2
h = (z − y)2 + d2 = y2 − 2zy + z2 + d2.

(2.38)

Пiдставивши данi вирази в дисперсiйне рiвняння, одержимо:

(y2 + (x2 − n2))(y2 − 2zy + (z2 + d2 − n2)) = C2χhχh̄.

Або пiсля перетворення:

y4 − 2zy3 + (z2 + d2 + x2 − 2n2)y2 − 2z(x2 − n2)y +

+ (x2 − n2)(z2 + d2 − n2) − C2χhχh̄ = 0. (2.39)

Отримане рiвняння четвертого ступеня легко розв’язати за допо-
могою методу Лагера [49], оскiльки вiн дозволяє знайти комплекснi
коренi. Проте необхiдно враховувати, що пiсля застосування чисель-
ного методу, коренi необхiдно вiдсортувати вiдповiдно до їх фiзичного
сенсу (у цьому випадку — за величинами дiйсної i уявної частин).
Розв’язавши рiвняння (2.39) i пiдставивши результати в (2.38), зна-

йдемо ki
0 i ki

h, де i = 1 . . . 4. Пiсля пiдстановки знайдених величин хви-
льових векторiв у (2.19) одержимо вiдношення амплiтуд дифрагованої
i падаючої хвиль:

ci =
Ei

h

Ei
0

=
k2
0 − (1 + χ0)K2

CK2χh̄

=
CK2χh

k2
h − (1 + χ0)K2

. (2.40)
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Рис. 2.2. Перерiз дисперсiйної поверхнi площиною дифракцiї в оберненому просто-
рi: великi кола (радiус K) — у вакуумi, меншi (радiус k) — у середовищi. Геометрiя
Брегга. P — точка Лоренца, L — точка Лауе

Для напiвнескiнченного кристалу один з цих коефiцiєнтiв i буде
дифракцiйною здатнiстю кристала, яка у випадку Брегга має вигляд

R =
√

1 − d2

√
1 − x2

c2
i . (2.41)

Чисельний розв’язок дисперсiйного рiвняння 4-го ступеня
в геометрiї Лауе. У геометрiї проходження дисперсiйна поверхня
виглядатиме таким чином (рис. 2.3).
У геометрiї Лауе величини дорiвнюють:

z = h cos(ϕ), x = (α), d = h sin(ϕ).
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Рис. 2.3. Перерiз дисперсiйної поверхнi площиною дифракцiї в оберненому просторi
(геометрiя Лауе)

Тодi квадрати модулiв хвильових векторiв можна виразити так:

k2
0 = x2 + y2,

k2
h = (z − x)2 + (y + d)2 = y2 + 2dy + (x2 − 2zx + z2 + d2).

Пiдставивши цi вирази в дисперсiйне рiвняння (2.35), пiсля пере-
творення одержимо

y4 − 2dy3 + (z2 + d2 + 2x2 − 2n2 − 2zx)y2 − 2d(x2 − n2)y +

+ (x2 − n2)(z2 + d2 + x2 − n2 − 2zx) − C2χhχh̄ = 0.

Аналiтичний розв’язок спрощеного дисперсiйного рiвнян-
ня 2-го ступеня поблизу кута Брегга в геометрiї Брегга. Якщо
в дисперсiйному рiвняннi (2.35) прийняти, що k0 ≈ kh ≈ n, одержимо
спрощене дисперсiйне рiвняння другого ступеня:

ξ0ξh =
1
4
C2χhχh̄, (2.42)

де ξ0 = k0 − n, ξh = kh − n.
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Рис. 2.4. Проекцiя дисперсiйної поверхнi поблизу точного бреггiвського положення
в геометрiї: а — Брегга б — Лауе (Δα = 5 сек)

У декартовiй системi координат ξ0 i ξh можна записати так
(рис. 2.4, а):

ξ0 = x sin θ2 ± y cos θ2,

ξh = x sin θ1 ± y cos θ1,
(2.43)

де кути θ1 i θ2 визначенi таким чином [5]:

θ1 = arctg
∣∣∣∣X0 − h sin ϕ

z − Y0

∣∣∣∣, θ2 = π − arctan
∣∣∣∣X0

Y0

∣∣∣∣,
а X0 i Y0 є координатами точного бреггiвського положення (точка Ло-
ренца), тобто точки перетину двох кiл радiусами n з центрами в точках
O i H:

X0 = −
√

n2 −
(

h

2

)2

cos ϕ +
h sin ϕ

2
,

Y0 =

√
n2 −

(
h

2

)2

sin ϕ +
z

2
.

Пiдставивши (2.43) у (2.42), одержимо:

cos θ1 cos θ2y
2 ± x sin(θ1 + θ2)y + x2 sin θ1 sin θ2 − 1

4
C2χhχh̄ = 0,
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Звiдси знайдемо координату y:

y =
±x sin(θ1 + θ2)
2 cos θ1 cos θ2

×

×
(
∓

√
x2 sin2(θ1+θ2)−cos θ1 cos θ2(4x2 sin θ1 sin θ2−C2χhχh̄)

)
. (2.44)

Необхiдно також враховувати сортування коренiв за величиною
уявної частини.
Такий пiдхiд дозволяє досить точно розв’язати дисперсiйне рiвнян-

ня поблизу точного положення Брегга, проте далеко вiд точки Лоренца
його не можна застосувати, оскiльки кола апроксимуються прямими.
Виграш у швидкостi розрахунку досягає 6–10 разiв порiвняно з чи-
сельним розв’язком формули (2.40), а це є дуже непогано.

Аналiтичний розв’язок спрощеного дисперсiйного рiвнян-
ня 2-го ступеня поблизу кута Брегга в геометрiї Лауе. У гео-
метрiї Лауе координати ξ0 i ξh у декартовiй системi координати можна
виразити таким чином:

ξ0 = y sin θ2 ± x cos θ2,

ξh = y sin θ1 ± x cos θ1,
(2.45)

але координати x i y матимуть дещо iнше значення (рис. 2.4, б ).
Кути θ1 i θ2 будуть перевизначенi:

θ1 = arctan
∣∣∣∣Y0 + h sin ϕ

z − X0

∣∣∣∣, θ2 = π − arctan
∣∣∣∣ Y0

X0

∣∣∣∣,
а координати X0 и Y0 виглядатимуть так:

X0 =

√
n2 −

(
h

2

)2

sin(ϕ) +
z

2
,

Y0 = −
√

n2 −
(

h

2

)2

cos(ϕ) − h sin(ϕ)
2

.

Пiдставивши (2.45) у (2.42), одержимо:

y2 sin θ1 sin θ2 ± x sin(θ1 + θ2)y + x2 cos θ1 cos θ2 − 1
4
C2χhχh̄ = 0.
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Рис. 2.5. Червона i синя кривi — «точний» розв’язок дисперсiйного рiвняння за
формулою (2.39); жовта i зелена — «наближений» за формулою (2.47) (Δα = 5 с)

Звiдси знайдемо координату y:

y =
±x sin(θ1 + θ2)
2 sin(θ1) sin(θ2)

×

×
(
∓

√
x2 sin2(θ1+θ2)−sin θ1 sin θ2(4x2 cos θ1 cos θ2−C2χhχh̄)

)
. (2.46)

Порiвняння точної дисперсiйної кривої з приблизною. У лi-
тературi ([4]) часто використовують наближену формулу для y, яка в
симетричному випадку (при ϕ = 0 на рис.1) має вигляд

y = ±
√

β2 − 4C2χhχh̄ , (2.47)

де β = 2(α − θB) sin(2θB), θB — кут Брегга.
Як видно з наведених графiкiв (рис. 2.5), наближений розв’язок не-

погано вiдображає поведiнку дисперсiйної поверхнi поблизу кута Брег-
га. Проте, як видно з рисунка для дiйсних частин хвильових векторiв,
напрямок вектора Пойнтiнга при проходженнi через точне бреггiвське
положення дуже сильно змiнюється, що не вiдповiдає дiйсностi. Крiм
того, з дисперсiйної кривої для уявної частини хвильових векторiв ви-
дно, що далеко вiд точного бреггiвського положення у наближеному
методi поглинання прямує до нуля, а отже, виникає необхiднiсть вноси-
ти додатково поглинання при розрахунку кривих гойдання. Ще один
недолiк спрощеного пiдходу — це, як зазначено вище, його незасто-
совнiсть далеко вiд бреггiвського положення, оскiльки тут кола дис-
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персiйної кривої апроксимуються прямими (асимптоти на графiку для
дiйсної частини хвильових векторiв).
У геометрiї Лауе збiг чисельного i наближеного аналiтичного мето-

дiв значно кращий (з точнiстю до товщини лiнiї дисперсiйної кривої
на графiку), а тому застосування цього пiдходу поблизу кута Брегга,
бiльш виправдано.
Тут i далi Re означає дiйсну частину, а Im — уявну. Всi рисунки

проекцiї дисперсiйної поверхнi поблизу точки Лоренца приведенi для
дiапазону кутiв падаючої хвилi Δα = 5 с (по 2,5 с лiворуч i праворуч
вiд точного кута Брегга), якщо не вказано iнше.

Моделювання рiзних фiзично важливих окремих випадкiв
описаними вище пiдходами. Окрiм описаних вище методiв розв’яз-
ку дисперсiйних рiвнянь, були також реалiзованi такi:

• запропонований у [8] метод, у якому вводиться позначення
K · δn = k0 − K0 i одержане рiвняння 4-го ступеня розв’язується
чисельно;

• чисельний розв’язок рiвняння для D (формула (2.36));
• аналiтичнi наближенi формули Fukamachi [6].

Проте результати застосування першого методу повнiстю збiгалися з
розв’язком формули (2.39) — рiзниця тiльки у геометричнiй iнтерпре-
тацiї (рiвняння четвертого ступеня необхiдно вирiшувати вiдносно не-
вiдомої δ, а не y). Другий метод з точнiстю до обумовленої вище замiни
(2.37) також зводитися до розв’язку рiвняння (2.39). Щодо третього
методу, то розрахунок за Fukamachi слабо вiдрiзняється вiд розв’язку
формули (2.44), оскiльки при виведеннi цього методу були вiдкинутi
квадрати уявної частини хвильових векторiв для того, щоб алгебраї-
чним чином перейти вiд векторних рiвнянь до скалярних на вiдмiну
вiд описаного геометричного пiдходу.
Порiвняння чисельного (2.39) i аналiтичного (2.44) розв’язкiв по-

казує, що поблизу точки Лоренца графiки спiвпадають з точнiстю до
товщини лiнiї (у дiапазонi кутiв падiння в межах одного градуса), про-
те на вiдстанi декiлькох градусiв вiд кута Брегга наближений аналi-
тичний пiдхiд (2.44) стає слабо застосовним.
Приведенi в табл. 1 графiки розраховано для кристала Si з орiєн-

тацiєю площин (333) для π-поляризацiї Cu Kα випромiнювання в си-
метричнiй геометрiї Брегга. Коренi рiвнянь вiдсортувано з урахуван-
ням вимоги безперервностi дисперсiйних кривих, що у випадку Брегга
призводило до фiзичної доцiльностi формули (2.41) для вiдбиття вiд
напiвнескiнченного кристала. У рядках таблицi подано зверху вниз:
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Таблиця 1. Геометрiя Брегга

Нормальнi умови Im(χh) = 0

Re

Im

R

дiйсна i уявна частини хвильових векторiв поблизу точки Лоренца i
коефiцiєнт вiдбиття вiд напiвнескiнченного кристала (формула (2.41)).
Як i очiкувалося, далеко вiд точного положення Брегга уявна i дiй-

сна частини хвильових векторiв прямують до їх значення в кристалi
n (штриховi прямi на графiках) як у разi однiєї сильної хвилi.
У першому стовпчику табл. 1 зображено перерiз дисперсiйної по-

верхнi площиною дифракцiї при описаних вище параметрах.
За умови рiвностi нулю уявної частини χh (другий стовпчик табл.

1) усi графiки стають строго симетричними, що говорить про те, що
асиметрiю вносить саме уявна частина χh.
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Таблиця 1. Геометрiя Брегга (продовження)

Re(χh) = 0 (Δα = 0,3 сек) Im(χ0) = 0, Im(χh) = 0

Re

Im

R

Якщо ж дорiвнює нулю дiйсна частина χh (перший стовпчик про-
довження табл. 1), то, як i очiкувалося, дифракцiя на кристалi сильно
слабшає, i пiк вiдбиття стає дуже вузьким (останнiй графiк у третьо-
му стовпчику). Крiм того, хiд дiйсної частини дисперсiйних кривих у
цьому випадку нагадує випадок Лауе (рис. 2.5).
Найцiкавiший останнiй випадок — нулю дорiвнюють уявнi части-

ни, як χ0, так i χh (другий стовпчик продовження табл. 1). Саме цей
графiк для уявної i дiйсної частин хвильових векторiв у кристалi най-
частiше видають за дисперсiйну криву. У цих умовах зникають по-
глинання та асиметрiя, i з’являється область повного вiдбиття. Крiм
того, тiльки в цьому випадку можна говорити про дисперсiйну криву
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Таблиця 2. Геометрiя Лауе

Re Im

ϕ = 0,
Δα = 10 с

ϕ = 11,5◦,
Δα = 10 с

Re(χh) = 0,
ϕ = 5,7◦,
Δα = 0,3 с

у випадку Брегга як про двi гiперболи (i лише у разi неправильного
сортування коренiв!) Так само з цих графiкiв видно, що тiльки у разi
чисто дiйсного дисперсiйного рiвняння можна говорити про «дiаметр»
дисперсiйної поверхнi в геометрiї Брегга.

Порiвняння результатiв моделювання дифракцiї в геоме-
трiї Брегга i Лауе. За тих же умов, що i для геометрiї Брегга, побу-
довано дисперсiйнi кривi в геометрiї Лауе. У цьому випадку для сорту-
вання коренiв можна використати цiлком фiзичну вимогу вiдсутностi
стрибка на графiку уявної частини хвильових векторiв. Отриманi гра-
фiки наведено у табл. 2.
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Рис. 2.6. Вiдбиття 004 вiд надґратки AlAs/GaAs на GaAs (5 пар шарiв по 5 · 10−8

м кожен). Зелена крива — чисельний розрахунок, червона — наближений аналi-
тичний

У першому рядку таблицi зображено хiд дiйсної i уявної частин
хвильового вектора в симетричнiй геометрiї Лауе. Як i очiкувалося,
проекцiя на площину дифракцiї дiйсної частини являє собою двi гi-
перболи, асимптотичнi до дiйсної частини показника заломлення n.
Уявнi частини обох хвильових векторiв позитивнi, що говорить про те,
що поглинання позитивне для обох сильних хвильових полiв, якi ви-
никають у кристалi, але для одного хвильового поля воно бiльше, а
для iншого менше, як i було описано в [29] i [4], (так званi сильно- та
слабкопоглинаючi гiлки).
У разi асиметричної геометрiї Лауе (другий рядок табл. 2) ситуацiя

сильно змiнюється: поглинання на однiй гiлцi при деякому значеннi
кута падiння стає бiльше за поглинання на другiй гiлцi. Це досить
цiкавий результат, слабо описаний у лiтературi (подiбний графiк для
уявної частини хвильового вектора приведено в [4], але на цьому фактi
не акцентовано увагу).
У випадку, коли дiйсна частина χh дорiвнює нулю, вигляд диспер-

сiйної кривої (третiй рядок табл. 2) практично iдентичний її вигляду
в геометрiї Брегга (табл. 1), проте i тут поглинання для обох гiлок
залишається позитивним.

Вплив рiзних методiв знаходження хвильового вектора на
вигляд КДВ. На рис. 2.6 i 2.7 наведено кривi дифракцiйного вiд-
биття вiд надґраток, змодельованi рекурсивним методом Бартелза та
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Рис. 2.7. Надґратка InAs/GaAs на GaAs (5 пар шарiв по 5 · 10−8 м кожен). Зелена
крива — чисельний розрахунок, червона — наближений аналiтичний

iн. [9] для iдеальних недеформованих шарiв. Цей метод досить то-
чний для так званої «звичайної дифракцiї» плоскої хвилi на кристалi.
При виведеннi методу не передбачається близькiсть до точного по-
ложення Брегга [4], суттєвою є тiльки умова слабкостi ще двох хви-
льових полiв, що iснують у кристалi (це несправедливо лише в де-
яких екзотичних випадках, наприклад, у ковзнiй геометрiї). Звичай-
но, саме в цих «екзотичних випадках» перевага чисельного методу
знаходження хвильових векторiв має виявитися особливо явно, однак
у рамках цього роздiлу розглядається тiльки так звана «звичайна ди-
фракцiя».
У наведених на рис. 2.6 та 2.7 КДВ зелена крива вiдповiдає чисель-

но знайденим хвильовим векторам, а червона — знайденим за набли-
женою аналiтичною формулою (2.47).
Для надґраток, що складаються з матерiалiв з близькими параме-

трами ґратки, обидва методи дають досить схожi КДВ поблизу кута
Брегга, проте, як i очiкувалося, на кутових вiддалях бiльше нiж 1◦ вiд
пiку пiдкладки починаються помiтнi розбiжностi (рис. 2.6).
Зовсiм iнакше вiдбувається для надґраток з рiзними постiйними

ґратки. Тут КДВ рiзняться дуже сильно навiть поблизу пiку пiдклад-
ки. Цей факт пояснюється тим, що X-променi, якi падають на кри-
стал пiд кутами, близькими до кута Брегга для пiдкладки, можуть
бути далекi вiд кута Брегга для конкретних шарiв. Це означає, що
для шарiв з параметром ґратки, який дуже вiдрiзняється вiд, напри-
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клад, пiдкладки, формула (2.47) i побудований на нiй приблизний пiд-
хiд, не застосовнi. На рис. 2.7 зображено криву гойдання для надґра-
тки GaAs/InAs. Кут Брегга для InAs дорiвнює 30,57◦, а для GaAs —
33,03◦, тобто вiдрiзняються на 2,5◦. Крiм того, якщо шари InAs тонкi,
то необхiдно врахувати, що їх постiйна ґратки в латеральному напрямi
практично дорiвнює цьому параметру пiдкладки з GaAs i вiдповiдно
перпендикулярний параметр ґратки (у напрямi нормалi до поверхнi)
збiльшується, а отже, рiзниця кутiв Брегга в рiзних шарах може до-
сягти 5◦. Очевидно, що на таких великих вiдстанях вiд точки Лоренца
допущенi при виведенi формули (2.47) апроксимацiї не застосовнi, i
цей метод не працює. Спроба ввести поправку розузгодження постiй-
них ґратки [4] практично не покращує ситуацiю.

Висновки. Як i слiд було чекати у геометрiї Брегга, перетин дис-
персiйної поверхнi площиною дифракцiї не є просто поверненими на
90◦ двома гiперболами, якi є дисперсiйною кривою у геометрiї Лауе.
Це випливає хоча б з того, що вектор Пойнтiнга для дифрагованої хви-
лi має, в цiлому, зберiгати свiй напрям пiд час переходу кута падiння
через кут Брегга, а для двох гiпербол це можливо тiльки за наявностi
стрибка з однiєї на iншу, чого в реальностi не спостерiгається.
Як видно iз графiкiв, у випадку Брегга поглинання (уявна частина

хвильового вектора) для однiєї з гiлок позитивне (згасання), а для iн-
шої — негативне (посилення). Вiдповiдно для напiвнескiнченного кри-
стала фiзично доцiльна тiльки перша гiлка. У випадку Лауе при си-
метричнiй геометрiї для однiєї з гiлок поглинання бiльше, для iншої
менше, але для обох гiлок йде згасання. Проте у разi несиметричної
геометрiї ситуацiя змiнюється: при деяких кутах падiння променя на
кристал, сильнопоглинальна i слабопоглинальна гiлки мiняються мi-
сцями, тобто в товстих кристалах залежно вiд кута падiння на виходi
буде домiнувати одне або iнше хвильове поле.
Вплив бiльш точного чисельного методу знаходження хвильових

векторiв на вигляд кривої гойдання стає дуже помiтним далеко вiд
точного положення Брегга саме там, де виявляються найцiкавiшi ефе-
кти, пов’язанi з квантовими точками i iншими квантово-розмiрними
елементами. Крiм того, чисельне знаходження хвильових векторiв не-
обнiдне для аналiзу структур, що складаються з матерiалiв з параме-
трами ґратки, що сильно вiдрiзняються.
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2.3.3. Точний аналiтичний розв’язок
у двохвильовому випадку

У п. 2.3.2 було показано можливiсть точного чисельного розв’язку дис-
персiйного рiвняння для випадку двох сильних хвиль (2.20). Однак це
дисперсiйне рiвняння є рiвнянням четвертого ступеню (2.39) i може бу-
ти розв’язано аналiтично за допомогою дещо модернiзованого методу
Феррарi [52]. Опишемо змiст методу.
Для рiвняння четвертого ступеня:

x4 + A3x
3 + A2x

2 + A1x + A0 = 0 (2.48)

вводимо змiннi

p = A2 − 3
A2

3

8
, q = A1 − A2A3

2
+

A3
3

8
,

r = A0 − A1A3

4
+

A2A
2
3

16
− 3

A4
3

256

(2.49)

та будуємо рiвняння третього ступеню:

y3 + B2y
2 + B1y + B0 = 0 (2.50)

з коефiцiєнтами

B0 = q2, B1 = p2 − 4r, B2 = −2p, B3 = 1. (2.51)

Для розв’язання рiвняння 2.50 вводимо змiннi

Q =
3B1 − B2

2

9
,

R =
9B1B2 − 27B0 − 2A3

2

54
,

S = (R +
√

Q ∗ Q ∗ Q + R ∗ R)1/3,

T = (R −√
Q ∗ Q ∗ Q + R ∗ R)1/3,

(2.52)

тодi розв’язок 2.50 матиме вигляд:

y1 = −B2

3
+ (S + T ),

y2 = −B2

3
− S + T

2
+ i

√
3(S − T )

2
,

y3 = −B2

3
− S + T

2
− i

√
3(S − T )

2
.

(2.53)
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I розв’язок 2.48 запишемо так:

x1 = −1
2
(

√−y3 +
√−y2 −

√−y1) − A3

4
,

x2 = −1
2
(

√−y3 −
√−y2 +

√−y1) − A3

4
,

x3 = −1
2
(−√−y3 +

√−y2 +
√−y1) − A3

4
,

x4 = −1
2
(−√−y3 −

√−y2 −
√−y1) − A3

4
.

(2.54)

Таким чином, рiвняння (2.39) можна розв’язати аналiтично. Звiсно,
результат не вiдрiзняється вiд знайденого чисельно за допомогою ме-
тоду Лагера [49], однак такий розрахунок у декiлька разiв швидший.
Зазначимо, що, крiм описаного вище методу, було реалiзовано та

використано ще оригiнальний метод Феррарi, описаний у [53], проте
результат був, звичайно, тим самим.

2.3.4. Чисельний розв’язок у три-
та чотирихвильовому випадках

На рис. 2.8 наведено схематичну побудову перетину дисперсiйної по-
верхнi площиною дифракцiї в компланарному чотирихвильовому ви-
падку.
У трихвильовому та чотирихвильовому випадках дисперсiйне рiв-

няння (2.17) являє собою вiдповiдно рiвняння шостого та восьмого сту-
пенiв. Зрозумiло, що аналiтичний розв’язок для таких рiвнянь отрима-
ти в загальному випадку неможливо, тому це було зроблено чисельно
за допомогою того ж методу Лагера [49]. Скориставшись наведеною
вище методикою, цi рiвняння були отриманi в явному виглядi.
Запишемо дисперсiйне рiвняння для чотирихвильового випадку

(точки оберненого простору O, H, P , Q на рис. 2.8). Введемо по-
значення:

sx = sin(α), hhh = 2(sin α − h cos φ),
ppp = 2(sin α − h cos φ + p cos ψ),
qqq = 2(sin α − h cos φ + q cos η),

doph = h(h − 2 sin(α − φ)) + 1 − n2,

dopp = h(h−2 sin(α−φ))+p(p+2 sin(α−ψ))−2hp cos(ψ−φ)+1−n2,

dopq = h(h−2 sin(α−φ))+q(q+2 sin(α−η))−2hq cos(η−φ)+1−n2,

де n2 = n2.
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Рис. 2.8. Дисперсiйна поверхня в чотирихвильовому випадку

Тодi коефiцiєнти рiвняння восьмого ступеня:

a8x
8 + a7x

7 + a6x
6 + a5x

5 + a4x
4 + a3x

3 + a2x
2 + a1x + a0 = 0 (2.55)

будуть такi:

a0 = − (1 − n2) · Hqh · Hhq · dopp − (1 − n2) · Hqh · Hhp · Hpq −
− (1 − n2) · Hph · Hhq · Hqp − (1 − n2) · Hph · Hhp · dopq −
− (1 − n2) · doph · Hpq · Hqp + (1 − n2) · doph · dopp · dopq −
− Hh · Hph · Hq · Hqp − Hh · Hqh · Hp · Hpq +
+ Hh · Hh · Hpq · Hqp + Hq · Hph · Hq · Hhp −
− Hq · Hph · Hp · Hhq − Hq · Hh · Hhp · Hpq −
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− Hp · Hqh · Hq · Hhp + Hp · Hqh · Hp · Hhq −
− Hp · Hh · Hhq · Hqp − Hh · Hh · dopp · dopq −
− Hh · Hph · Hp · dopq − Hh · Hqh · Hq · dopp −
− Hp · Hh · Hhp · dopq − Hp · Hp · doph · dopq −
− Hp · Hq · Hqp · doph − Hq · Hh · Hhq · dopp −
− Hq · Hp · Hpq · doph − Hq · Hq · doph · dopp;

a1 = − Hq · Hp · Hpq · hhh − Hq · Hh · Hhq · ppp +
+ (1 − n2) · doph · dopp · qqq + ((1 − n2) · doph · ppp +
+((1−n2)·hhh+2·sx · doph)·dopp)·dopq−2·Hph·Hhq ·Hqp·sx−
−((1−n2) · hhh+2 · sx · doph) · Hpq · Hqp−Hp · Hq · Hqp · hhh −
− Hh · Hqh · Hq · ppp − Hh · Hph · Hp · qqq − Hq · Hq · doph · ppp −
− Hq · Hq · hhh · dopp − 2 · Hqh · Hhp · Hpq · sx −
− Hp · Hp · doph · qqq − Hp · Hp · hhh · dopq −
− (1 − n2) · Hph · Hhp · qqq − 2 · Hph · Hhp · sx · dopq −
−Hp · Hh · Hhp · qqq−Hh · Hh · dopp · qqq−Hh · Hh · ppp · dopq−
− (1 − n2) · Hqh · Hhq · ppp − 2 · Hqh · Hhq · sx · dopp;

a2 = − (1 − n2) · Hqh · Hhq − (1 − n2) · Hph · Hhp +
+ (1 − n2) · doph · dopp − Hqh · Hhq · dopp − Hph · Hhq · Hqp +
+((1 − n2) · doph · ppp+((1−n2) · hhh+2 · sx · doph) · dopp) · qqq+
+ ((1 − n2) · doph + ((1 − n2) · hhh + 2 · sx · doph) · ppp +
+ (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph) · dopp) · dopq −
− (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph) · Hpq · Hqp − Hqh · Hhp · Hpq −
− Hph · Hhp · dopq − Hh · Hph · Hp − Hh · Hqh · Hq −
−Hp · Hh · Hhp−Hp · Hq · Hqp−Hq · Hh · Hhq−Hq · Hp · Hpq−
− Hh · Hh · dopq − Hh · Hh · ppp · qqq − Hh · Hh · dopp −
− Hp · Hp · dopq − Hp · Hp · hhh · qqq − Hp · Hp · doph −
− Hq · Hq · dopp − Hq · Hq · hhh · ppp − Hq · Hq · doph −
− 2 · Hqh · Hhq · sx · ppp − 2 · Hph · Hhp · sx · qqq;

a3 = − (2 · sx + hhh) · Hpq · Hqp − Hq · Hq · hhh − Hq · Hq · ppp +
+ (1 − n2) · doph · ppp + ((1 − n2) · hhh + 2 · sx · doph) · dopp +
+ ((1 − n2) · doph + +((1 − n2) · hhh + 2 · sx · doph) · ppp +
+ (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph) · dopp) · qqq + ((1 − n2) · hhh +
+ 2 · sx · doph + (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph) · ppp +
+ (2 · sx + hhh) · dopp) · dopq − 2 · Hph · Hhp · sx −
−Hph·Hhp·qqq−Hh·Hh ·ppp−Hh·Hh ·qqq−2·Hqh·Hhq ·sx−
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− Hqh · Hhq · ppp − Hp · Hp · hhh − Hp · Hp · qqq;
a4 = − Hp · Hp − Hph · Hhp − Hh · Hh − Hqh · Hhq − Hq · Hq −

− Hpq ·Hqp + (1 − n2)·doph + ((1 − n2)·hhh + 2·sx·doph)·ppp +
+ (1 − n2 + 2·sx·hhh + doph)·dopp + ((1 − n2)·hhh + 2·sx·doph +
+ (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph) · ppp + (2 · sx + hhh) · dopp) · qqq +
+ (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph + (2 · sx + hhh) · ppp + dopp) · dopq;

a5 = (1−n2) · hhh+2 · sx · doph+(1−n2+2 · sx · hhh+doph) · ppp+
+ (2 · sx + hhh) · dopp + (1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph +
+ (2 · sx + hhh) · ppp + dopp) · qqq + (2 · sx + hhh + ppp) · dopq;

a6 = 1 − n2 + 2 · sx · hhh + doph + (2 · sx + hhh) · ppp + dopp +
+ (2 · sx + hhh + ppp) · qqq + dopq;

a7 = ppp + qqq + 2 · sx + hhh;
a8 = 1;

Hh, Hq, Hp, Hhq, Hpq, Hhp та iншi варiанти — вiдповiднi поляризов-
ностi:

Hh = χh; Hh = χh̄;
Hp = χp; Hp = χp̄;
Hq = χq; Hq = χq̄;

Hhq = χh−q; Hqh = χq−h;
Hpq = χp−q; Hqp = χq−p;
Hhp = χh−p; Hph = χp−h.

Слiд вiдзначити, що для трьох i бiльше сильних хвиль слiд не роз-
кладати вектори дифракцiї на декартовi компоненти, а ввести допомi-
жну змiнну, яка є рiзницею мiж нормальними компонентами хвильо-
вих векторiв у кристалi та вакуумi (див. рис. 2.10):

kh = K0 + h + Kεn. (2.56)

Необхiднiсть такого кроку пов’язана з кiнцевою машинною точнi-
стю — навiть використання типу extended у мовi Pascal (або long double
в мовi С++) не допоможе вже в трихвильовому випадку при виконан-
нi умов дифракцiї одночасно для всiх хвиль. Вiдбувається це тому, що
поблизу точного положення кута Брегга є три дуже близькi за зна-
ченням коренi, рiзниця мiж якими на багато порядкiв менша, нiж їх
значення. Тобто, якщо в приведених одиницях (2.34) довжина кожного
хвильового вектора приблизно дорiвнює 1, та проекцiя x, що фiгурує в
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Рис. 2.9. Поганий (а) i правильний (б ) розв’язки

(2.55) для звичайних умов дифракцiї становить вiд 0,1 до 0,9, то рiзни-
ця мiж рiзними коренями x при виконаннi умови трихвильової дифра-
кцiї може становити приблизно 10−5. Тому при чисельному розв’язку
розрiзнити цi коренi неможливо. Якщо ж ввести описаним вище спосо-
бом нову змiнну ε, то проблема зникає, оскiльки ця змiнна i є рiзницею
мiж хвильовими векторами (рис. 2.10). Отже, можна зазначити, що в
багатохвильовому випадку замiсть використання параметра k/K як
змiнної необхiдно використовувати (k/K − 1).
На рис. 2.9 показано, що вiдбудеться, якщо не перейти до нової

змiнної. Зауважимо, що для уникнення зображених на рисунку про-
блем було розроблено кiлька програм мовою С++ з використанням
рiзних бiблiотек для роботи з комплексними числами. Потiм замiсть
методу Лаггера було використано метод Дженкiнза–Трауба [54] iз бi-
блiотеки IMSL [55]. Наступною спробою подолати чисельнi проблеми
було використання пакета MathLab 6.5. Але всi цi спроби не дозволи-
ли покращити розв’язок, i тiльки пiсля замiни змiнних проблему було
усунуто. Результат можна бачити iз порiвняння зображень на рис. 2.9.

2.4. Методи розрахунку динамiчної
дифракцiї вiд багатошарових структур

У цьому параграфi розглянуто найбiльш розповсюдженi методи розра-
хунку дифракцiї рентгенiвських хвиль у багатошарових кристалiчних
структурах за допомогою динамiчної теорiї дифракцiї. Зазначимо, що
в цьому роздiлi, на вiдмiну вiд першого, хвильовi вектори мають ви-
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гляд K = 2π/λ. Це пов’язано з коротшим записом фазових множникiв
exp(−ikz). Тому вектор оберненої гратки, введений у першому роздiлi,
потрiбно домножити на 2π: h → 2πh.

2.4.1. Метод матриць Абеле

Взаємодiю електромагнiтних хвиль з речовиною можна описати за до-
помогою рiвнянь Максвелла. Зазвичай спочатку записують i розв’язу-
ють рiвняння розповсюдження в речовинi, а потiм застосовують гра-
ничнi умови на границях структури. Такий метод досить зручний для
опису дифракцiї електромагнiтних хвиль у шаруватих структурах —
структурах, у яких параметри сталi на кожнiй площинi, перпендику-
лярнiй фiксованому напрямку [56].
Щоб перейти вiд векторних рiвнянь Максвелла до скалярних, за-

звичай розглядають лiнiйно поляризованi хвилi ТЕ (електричний ве-
ктор є перпендикулярним до площини падiння) або ТМ (магнiтний
вектор є перпендикулярним до площини падiння). Всi iншi випадки
можна отримати лiнiйною комбiнацiєю цих двох [56].
Оскiльки граничнi умови мiж шарами являють собою систему лi-

нiйних рiвнянь, їх досить зручно записувати у матричному виглядi.
Саме цей принцип покладено в основу методу матриць Абеле [57, 58].
Матриця кожного шару формується так, щоб при добутку матриць
сусiднiх шарiв отримати єдину матрицю структури, складеної з цих
шарiв. Звичайно для побудови власної матрицi кожного шару викори-
стовують величини, знайденi при розв’язку рiвняння розповсюдження
для цього шару (наприклад, хвильовi вектори).
Цей метод широко застосовують для аналiзу оптичних явищ. Вiн

також лежить в основi бiльшостi методiв моделювання взаємодiї X-
променiв з шаруватим середовищем, якi будуть описанi нижче.

2.4.2. Одновимiрнi рiвняння Такагi

З усiх описаних нижче алгоритмiв метод рiвнянь Такагi [59–62] займає
окрему позицiю — цi рiвняння виведено з рiвнянь Максвелла за умов
припущення повiльної змiни амплiтуди хвилi та вилучення з розгляду
дзеркального вiдбиття (тобто вiдкидається друга похiдна полiв за ко-
ординатою), а також приблизної рiвностi k0 ≈ kh ≈ k (детальнiше див.
в [1]). Рiвняння Такагi у випадку двох сильних хвиль являють собою
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систему з двох диференцiйних рiвнянь першого ступеня:⎧⎪⎪⎨
⎪⎪⎩

∂D0(r)
∂x0

= −iπKCχh̄Dh(r),

∂Dh(r)
∂xh

= −iπK[CχhD0(r) − 2βhDh(r)].
(2.57)

При розглядi структур (наприклад, надґратки), властивостi яких
змiнюються лише за однiєю координатою, цю систему можна звести
до одного диференцiйного рiвняння першого ступеня [45]:

dX

dz
= iG(AX2 + 2BX + E), (2.58)

де X = Dh/D0 — коефiцiєнт дифракцiї, z — координата, вздовж якої
змiнюються параметри структури; A, B, E, G заданi рiвняннями:

A = −Cχh̄

b
,

B =
1
2

[
χ0

(
b − 1

b

)
− βh

]
, (2.59)

E = Cχh,

G = − π

λγh
,

b = γ0/γh — фактор асиметрiї, χ0, χh, χh̄ — фур’є-компоненти поляри-
зовностi (детальнiше див. параграф 2.2), параметри βh, γ0 i γh описано
в п. 2.3.1 . Рiвняння (2.58) можна проiнтегрувати аналiтично [9,45], то-
дi на глибинi z = Z вiд поверхнi коефiцiєнт дифракцiї X(z, θ) можна
виразити через вiдомий на глибинi z = Z0 коефiцiєнт X0 = X(Z0, θ)
так:

X(z, θ) =
X0S + i(E + X0B) tg[(z − Z0)GS]
S − i(B + X0A) tg[(z − Z0)GS]

, (2.60)

де S =
√

B2 − AE.
Для напiвнескiнченної пiдкладки вираз для коефiцiєнта дифракцiї

матиме вигляд:

Xsub(θ) =
−E

B + {sign[−2G Im(S)]}S , (2.61)

де функцiї Im() — уявна частина, а sign() — знак.



2.4. Методи розрахунку динамiчної дифракцiї 89

Вiдповiдно, застосовуючи рiвняння (2.61) для пiдкладки i послiдов-
но застосовуючи рiвняння (2.60), на кожному iнтерфейсi мiж шара-
ми можна легко знайти iнтенсивнiсть дифрагованої всiєю структурою
хвилi (для заданого кута падiння θ):

�h(θ) =
1
|b|X(0, θ)X∗(0, θ). (2.62)

де X∗(0, θ) — комплексно-спряжене до X(0, θ).
У цьому пiдходi не розглядаються окремо граничнi умови на межi

мiж шарами, а просто розв’язуються рiвняння залежно вiд глибини.
Тобто в межах одного шару структура не змiнюється, тому на вiдмi-
ну вiд використання стандартних двовимiрних рiвнянь Такагi (2.57)
можна розрахувати дифракцiю тiльки на межi шару.
Використовують цей метод таким чином:

• розраховують дифракцiю вiд напiвнескiнченyої пiдкладки (2.61);
• за рекурентною формулою (2.60) розраховують дифракцiю по-
слiдовно в кожному шарi аж до поверхнi;

• знаходять дифраговану iнтенсивнiсть за формулою (2.62).
Перевага цього методу полягає у його швидкостi, оскiльки розра-

хунки виконують аналiтично, i замiсть знаходження хвильових векто-
рiв вводять кутове вiдхилення Δθ (див. п. 2.3.1). Крiм того, вiдсутнi
обмеження на товщину шарiв у структурi.

Недолiки методу: неможливiсть застосування для дуже малих ку-
тiв падiння (менше 1◦); неможливiсть врахування дзеркально вiдби-
того променя; некоректне введення поляризацiйного множника для π-
поляризацiї; застосовнiсть лише поблизу точного бреггiвського кута;
напiвнескiнченна пiдкладка; використання дуже спрощених рiвнянь
розповсюдження (вiдкинутi другi похiднi полiв) та спрощених грани-
чних умов.

2.4.3. Алгоритм матрицi проходження (ТМА)
Першим метод матриць Абеле для X-променiв застосував Паррат [63],
пiзнiше цей метод було вдосконалено кiлькома авторами. Зупинимось
на iнтерпретацiї цього методу Степановим [4,64].
Розглянемо двохвильову дифракцiю в шаруватих структурах та

плоскополяризовану хвилю. Врахування поляризацiї вiдбувається так:
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вважаємо, що поляризацiя променя впливає лише на iнтенсивнiсть вза-
ємодiї променя зi структурою, тому введемо поляризацiйний множник
C = 1 для σ-поляризацiї (ТЕ хвиля в компланарному випадку) та
C = cos(2θ0) для π-поляризацiї (ТМ хвиля в компланарному випад-
ку). Для промiжних випадкiв введемо вiдповiдне значення. Домножи-
мо фур’є-компоненти структурного фактора χh та χh̄ на цей фактор,
тобто в усiх формулах фiгуруватимуть добутки Cχh та Cχh̄. Необхi-
дно зазначити, що такий пiдхiд застосовують в усiх описаних методах
розрахунку дифракцiї X-променiв, окрiм методу Стецко [41], та алго-
ритмах, що базуються на цьому методi.
Метод TMA (Transfer Matrix Algorithm) базується на розв’язку дис-

персiйного рiвняння в кожному шарi (див. параграф 2.3) iз вiдповiдно
знаходженням усiх векторiв хвильових полiв падаючої kn

0 та дифраго-
ваної kn

h хвиль (n = 1 . . . 4). Розв’язавши хвильове рiвняння в шарi з
системи рiвнянь розповсюдження (детально описано в роздiлi 2.2), мо-
жна знайти вiдношення амплiтуд дифрагованих Eh хвиль до падаючих
E0 хвиль: cj = Eh/E0. Далi враховуються спрощенi граничнi умови як
для падаючих (En = E0n) так i для дифрагованих (En = cnE0n) хвиль:

4∑
n=1

En = const
4∑

n=1

kzEn = const. (2.63)

У матричнiй формi умова на границi подiлу мiж шарами з номером
j − 1 та j може бути записана у виглядi:

Cj−1Φj−1Ej−1 = CjEj , (2.64)

де матрицi Cj та Ej заданi:

Cj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 1 1

kj
01z kj

02z kj
03z kj

04z

cj
1 cj

2 cj
3 cj

4

kj
h1z kj

h2z kj
h3z kj

h4z

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , Ej =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

Ej
01

Ej
02

Ej
03

Ej
04

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.65)

матриця, що вiдповiдає за поглинання та фазовий зсув j-м шаром:

Φj =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎝

e−ikj
01ztj 0 0 0

0 e−ikj
01ztj 0 0

0 0 e−ikj
01ztj 0

0 0 0 e−ikj
01ztj

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.66)
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Тут Ej
0n = E0n (z = zj) вiдповiдають хвилям, що пройшли, вимiряним

на поверхнi j-го шару, а tj — товщина j-го шару.
Таким чином, для всiєї структури можна записати рiвняння

E0 = Φ−1
0 C−1

0 C1Φ−1
1 C−1

1 C2 . . .Φ−1
N−1C

−1
N−1CNΦsub

1 Esub =

= MEsub, (2.67)

де матрицi C0 та E0 заданi:

C0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1 1 0 0

K0z KRz 0 0

0 0 1 1

0 0 Khz Khz

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ E0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

E0

ER

Eh

0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ . (2.68)

Iндекс 0— вiдповiдає хвилi, що падає,R— дзеркально вiдбитiй, h— ди-
фрагованiй. У матрицi Esub для напiвнескiнченної пiдкладки вiдмiннi
вiд нуля тiльки два з чотирьох елементiв (тi, що вiдповiдають хвилям,
якi зменшуються з глибиною [65]). Таким чином, у рiвняннi (2.67) ма-
триця M повнiстю задана, а саме рiвняння є системою 4-х лiнiйних
рiвнянь з чотирма невiдомими: Eh, ER, Esub1, Esub2. Розв’язавши цю
систему, можна знайти дифраговану всiєю структурою хвилю Eh та
дзеркально вiдбиту ER. Вiдповiдно дифраговану та дзеркально вiд-
биту iнтенсивностi можна зайти за формулами (амплiтуда падаючої
хвилi E0 = 1):

�h =
|γh|
γ0

∣∣∣∣Eh

E0

∣∣∣∣
2

, �R =
∣∣∣∣ER

E0

∣∣∣∣
2

. (2.69)

Використовують метод таким чином:

• для кожного шару знаходять хвильовi вектори k0i,khi та амплi-
туднi коефiцiєнти ci (див. параграф 2.3); для пiдкладки залиша-
ють тi два коренi, якi спадають зi збiльшенням товщини кристала
(докладнiше в п. 2.4.11 та в [65]).

• для кожного шару формують матрицi C та Φ;

• розв’язують систему чотирьох лiнiйних рiвнянь (2.67) i знаходять
невiдомi Eh, ER, Esub1, Esub2;

• за формулами (2.69) знаходять iнтенсивностi вiдбитого та дифра-
гованого променiв.
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Недолiки методу: не може бути застосований для товстих шарiв,
а для ковзних кутiв падiння треба застосовувати з застереженнями
(оптичний шлях у шарi повинен бути не дуже великим [66]). Застосов-
ний лише для структур, у яких пiдкладку можна вважати напiвнескiн-
ченною. При виводi використовують: спрощене рiвняння поширення
(χ мале) та граничнi умови (вектори D та E в середовищi колiнеар-
нi); не враховано багатохвильову дифракцiю; некоректно враховано
π-поляризацiю; метод не можна застосувати для кутiв падiння 90◦ та
для π-поляризацiї 45◦; не може бути використаним дуже далеко вiд
точного кута Вульфа–Брегга (при виведеннi використано припущення
про малу рiзницю мiж векторами k0 та kh).

Переваги цього методу: враховує всi хвилi в кристалi, тобто може
бути використаним для розрахунку дзеркально вiдбитої хвилi ER.

2.4.4. Рекурентнi спiввiдношення
для дифрактометрiї

При розглядi компланарної дифракцiї (всi хвилi лежать в однiй пло-
щинi з нормаллю до поверхнi) далеко вiд критичних кутiв, i умовi,
що дзеркально вiдбитий промiнь не суттєвий, пiдхiд, описаний у по-
передньому пунктi можна значно спростити [4, 51]. Досягають цього
вiдкиданням двох з чотирьох розв’язкiв дисперсiйного рiвняння, ва-
жливих тiльки для дуже малих кутiв падаючого або дифрагованого
променiв. Усi матрицi мають розмiрнiсть 2 × 2, i їх можна подати у
виглядi рекурентних спiввiдношень для дифракцiйної спроможностi
шарiв Rj :

Rj =
Rj+1(c

j
1 − Mjc

j
2) + cj

1c
j
2(Mj − 1)

Rj+1(1 − Mj) + cj
1Mj − cj

2

, (2.70)

де фазовий множник кожного шару

Mj = e−i(kj
0z1−kj

0z2)tj . (2.71)

Для пiдкладки вiдбивну здатнiсть визначають за формулою:

Rsub = RN+1 = cN+1
n . (2.72)

Для n = 1, 2 обирають фiзично коректний розв’язок (для якого хвиля
затухає зi збiльшенням глибини проникнення), див. п. 2.4.6.
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Iнтенсивнiсть дифракцiї вiд усiєї структури запишемо у виглядi:

Rsub =
|γh|
γ0

|R0|2. (2.73)

Алгоритм застосування цього методу досить простий:

• розраховують хвильовi вектори i коефiцiєнти cn у пiдкладцi (див.
параграф 2.3), далi за формулою (2.72) знаходять коефiцiєнт ди-
фракцiї вiд напiвнескiнченної пiдкладки;

• за рекурентною формулою (2.70) розраховують дифракцiю по-
слiдовно в кожному шарi, визначаючи для кожного шару k0zn та
cn, як описано в параграфi 2.3, аж до поверхнi;

• знаходять дифраговану iнтенсивнiсть за формулою (2.73).
Тобто за формулою (2.70) можна досить легко рекурентним спосо-

бом розрахувати дифрагований вiд усiєї багатошарової структури про-
мiнь.

Недолiки методу такi самi, як i методу TMA (п. 2.4.3), крiм того, вiн
враховує не всi розв’язки хвильового рiвняння, зокрема, дзеркально
вiдбиту хвилю, отже його не можна застосовувати для рефлексiв з
малим кутом входу чи виходу.

Переваги: метод досить швидкий та простий у реалiзацiї. Викори-
стовує точно розрахованi хвильовi вектори, тому може бути викори-
станий далеко вiд бреггiвського кута (вiдсутня лiнiйна апроксимацiя —
див. п. 2.3.1).

2.4.5. Рекурентнi спiввiдношення
для рефлектометрiї

Необхiдно зазначити, що подiбним чином можна спростити пiдхiд, опи-
саний у п. 2.4.3, на випадок урахування тiльки дзеркально вiдбитого
променя (детальнiше див. [4]).

2.4.6. Алгоритм рекурсивних матриць (РМА)

Один з найкращих на сьогоднi алгоритмiв розрахунку двохвильової
дифракцiї в багатошарових структурах розроблено у 1998 роцi Сте-
пановим та iн. [66–69]. Цей метод базується на описаному в п. 2.4.3
ТМА, проте може бути застосованим для товстих шарiв. Досягається
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це за допомогою розробленого В.Г. Коном у [70] методу. Розглянемо
основну iдею цього пiдходу.
При розв’язаннi дисперсiйного рiвняння в геометрiї Брегга одна

половина хвильових векторiв має вiд’ємну уявну частину, а iнша по-
ловина — додатну. Оскiльки фазовий множник у структурi можна за-
писати як eikzt (товщина t збiльшується в напрямку вiд’ємних значень
z), поглинання має вигляд e− Im(kz)t. Тобто хвилi з позитивною уяв-
ною частиною зменшуються зi збiльшенням глибини, а з вiд’ємною —
збiльшуються. Саме коренi з Im(kh) < 0 призводять до проблем при
розрахунках товстих шарiв у методах, описаних у пп. 2.4.3 та 2.4.4.
Складностi виникають, коли добуток − Im(kz)t при збiльшеннi t стає
значно бiльшим вiд одиницi. Необхiдно зазначити, що цi проблеми не
пов’язанi з фiзичними обмеженнями, а є лише недолiком чисельних
розрахункiв, зумовленим кiнцевою точнiстю машинних обчислень (де-
тальнiше див. [66]).
Для уникнення описаних проблем коренi вiдсортовують, напри-

клад, за зменшенням уявної частини, i всi матрицi в методi ТМА (роз-
мiром 4 × 4) розбивають на матрицi 2 × 2 так, щоб одна половина
фазових матриць Φj , визначених рiвнянням (2.66), мала зростаючi з
товщиною дiйснi частина, а iнша половина — спадаючi. Далi за допо-
могою деяких перетворень рiвняння (2.64) та (2.67) зводять до набору
рекурентних спiввiдношень, до яких всi дiагональнi матрицi, що вра-
ховують фазовi множники з вiд’ємною уявною частиною, входять в
iнвертованiй формi.
Детальнiше на цьому пiдходi зупинимось у п. 2.4.11.
Недолiки та переваги цього методу такi самi, як методу ТМА (п.

2.4.3), окрiм застосовностi методу РМА для розрахунку дифракцiї в
товстих шарах та для пiдкладки кiнцевої товщини.

2.4.7. Багатохвильовий ТМА

Перший метод розрахунку багатохвильової дифракцiї [7] в багато-
шарових структурах з урахуванням ковзної геометрiї запропонував
у 1974 роцi Коллела [71]. Вiн увiв поляризацiйнi множники для кожної
хвилi i вказав, як їх приблизно визначати. У результатi було розробле-
но матричний формалiзм, за основною iдеєю схожий на метод матриць
Абеле з матрицями розмiру 4N × 4N , де N — кiлькiсть хвиль. Однак
Колелла в якостi змiнної ввiв параметр k/K (до чого це призводить
було показано в параграфi 2.3), крiм того, для ковзної геометрiї цей
пiдхiд був недостатньо точним [41].
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У 1994 роцi Степанов [72] вдосконалив цей пiдхiд, виправивши за-
значенi вище недолiки, i переформулював його для матриць розмiром
2 · (N + Ns), де Ns — кiлькiсть хвиль, для яких необхiдно враховувати
ковзну геометрiю. Такий пiдхiд дозволив значно збiльшити швидкiсть
розрахункiв при великiй кiлькостi хвиль, оскiльки можна враховувати
ковзнi хвилi тiльки для тих вiдбиттiв, для яких вони суттєво вплива-
ють на дифракцiю.
Головний недолiк методу Степанова — незастосовнiсть для роз-

рахунку дифракцiї в товстих шарах. Крiм того, цей метод має пробле-
ми з точним врахуванням поляризацiї. Щоб точно задати поляриза-
цiйнi множники, необхiдно знати напрямки дифрагованої хвилi, однак
цi напрямки можна знайти, тiльки розв’язавши всi рiвняння, в яких
коефiцiєнтами є тi самi поляризацiйнi множники. Тому зазвичай їх
розраховують наближено, потiм, знайшовши напрямки дифрагованих
хвиль, бiльш точно визначають множники i процедуру повторюють.
Звичайно, це дуже повiльний метод i тому для задач, в яких необ-
хiдно точне врахування поляризацiї, краще використовувати метод,
описаний у п. 2.4.11.
Саме метод Степанова покладений в основу метода, описаного в

наступному пунктi. Для подолання проблем з товстими шарами вико-
ристано запропонований у [70] пiдхiд.

Недолiки методу такi самi, як i у двохвильовому ТМА (п. 2.4.3), та
невдале врахування поляризацiї.

Переваги: це перший метод, який можна було використовувати для
розрахунку багатохвильової дифракцiї в шаруватих структурах при
одночасному впливi на дифракцiю великої кiлькостi вузлiв оберненої
ґратки, а також у ковзнiй геометрiї.

2.4.8. Компланарна багатопроменева
динамiчна теорiя

У цьому пунктi викладено теорiю багатопроменевої дифракцiї X-
променiв у шаруватих структурах [73]. В основу покладено роботи
[7, 71], присвяченi багатопроменевiй дифракцiї в одношарових стру-
ктурах, а також [65, 70, 72]. Роботи Кона i Степанова враховано i при
розв’язаннi проблем з товстими шарами [70], i у ковзнiй геометрiї [66].
Деякi кориснi думки щодо розв’язування дисперсiйного рiвняння за-
позичено з [50]. Крiм того, для збiльшення точностi i розширення ку-
тового дiапазону хвильовi вектори в середовищi знаходились чисель-
но [43].
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Оскiльки досить часто зустрiчається компланарна багатопроменева
дифракцiя X-променiв [7], розглянуто було саме цей випадок. Разом
з тим, розгляд дозволяє у декiлька разiв зменшити час обчислень, що
особливо важливо у разi автоматизованого фiтування спектрiв.
У цьому пунктi описано динамiчну теорiю взаємодiї X-хвиль iз ре-

човиною для випадку, коли у формуваннi дифракцiйної картини бе-
руть участь одночасно декiлька точок оберненої ґратки. Ця теорiя вiд-
рiзняється вiд розроблених ранiше за такими позицiями:

• коректна iнтерпретацiя експерименту у ковзнiй геометрiї;
• розв’язано проблему нескiнченно зростаючих у деякому кутово-
му дiапазонi експонент (проблему товстих шарiв [70]);

• для розв’язання дисперсiйного рiвняння введено змiнну, вико-
ристання якої дозволяє уникнути похибок, що виникають при
розрахунку дифракцiї вiд великої кiлькостi вузлiв оберненої
ґратки;

• зменшено розмiр матриць, якi описують граничнi умови, чим
збiльшено швидкiсть розрахунку;

• розв’язок поширено на кутовий дiапазон, далекий вiд точного
положення Брегга;

• задачу розв’язано з наступними спрощеннями: наближення пло-
ских хвиль, що проходять крiзь кристал, компланарна геометрiя
i наявнiсть лише σ-поляризацiї випромiнювання.

Дисперсiйне рiвняння. Перепишемо рiвняння розповсюдження
(2.15) у спрощеному виглядi [1]:

|kh|2Eh − K2Eh

K2
≈

∑
p

χh−pEp, (2.74)

де K = ω/c = 2π/λ — довжина хвильового вектора у вакуумi,
k = nK — довжина хвильового вектора в середовищi з коефiцiєнтом
заломлення n ≈ √

1 + χ0.
Перейдемо до зведених координат:

kh

K
→ kh,

h

K
→ h, (2.75)

де h — довжина вектора оберненої ґратки.
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Якщо взяти до уваги, що насправдi в кристалi може iснувати не-
скiнченна кiлькiсть хвильових полiв, з яких N хвиль можуть виявити-
ся досить сильними, то амплiтуда хвилi в точцi, яка описується радiус-
вектором r, дорiвнюватиме

E(r) =
N−1∑
h=0

Eh exp(ikhr).

Тодi рiвняння (2.74) у компланарному випадку запишемо так:

(k2
h − n2)Eh =

∑
p�=h

χh−pEp. (2.76)

Роздiливши (2.76) на амплiтуду падаючої хвилi i записавши у ма-
тричному виглядi, одержимо

ΔEE = 0, (2.77)

де

ΔE =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

k2
0 − n2 −χ0,−1 −χ0,−2 ldots −χ0,−(N−1)

−χ1,0 k2
1 − n2 −χ1,−2 ldots −χ1,−(N−1)

−χ2,0 −χ2,−1 k2
2 − n2 ldots −χ2,−(N−1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
−χN−1,0 −χN−1,−1 −χN−1,−2 ldots k2

N−1 − n2

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ (2.78)

та

E =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

1
c1

c2

· · ·
cN−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ , (2.79)

коефiцiєнти ci = Ei
h/Ei

0.
Вiдповiдно дисперсiйне рiвняння у загальному випадку має вигляд:

ΔE = 0. (2.80)

Шукати хвильовi вектори у тiй формi, в якiй вони фiгурують у
ΔE , досить незручно: знайшовши їх довжину, необхiдно окремо шу-
кати напрямок. Тому скористаємося тим фактом, що при заломленнi
тангенцiальна компонента хвильового вектора зберiгає довжину, i вве-
демо величину ε, яка характеризує рiзницю нормальних компонент
хвильових векторiв у середовищi kh i у вакуумi K (рис. 2.10).
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Рис. 2.10. Дисперсiйна поверхня в двохвильовому випадку

Тодi kh запишеться як

kh = K0 + h + Kεn, (2.81)

де h— вiдповiдний вектор дифракцiї,K0 — хвильовий вектор падаючої
хвилi, n — вектор нормалi. Очевидно, що для нульового хвильового
поля h = 0 i k0 = K0 + Kεn.
Враховуючи введене позначення i прийняте ранiше (2.75) нормува-

ння, одержуємо

k2
h = (S0 + h + εn)(S0 + h + εn) =

= 1 + 2(S0 · h) + 2ε(S0 · n) + 2ε(h · n) + h2 + ε2, (2.82)

де S0 — орт уздовж K0, S0 ≡ K0/K. Очевидно, що

(S0 · n) = cos(90◦ + α) = − sin α,
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(S0 · h) = h cos(α + 90◦ − ϕ) = −h sin(α − ϕ),
(h · n) = h · cos ϕ,

де α — кут мiж падаючим променем i поверхнею, ϕ — мiж вектором
h i нормаллю до поверхнi.
Отже,

k2
0 = ε2 + 1 − 2ε sin α,

k2
h = ε2 + 1 + h2 − 2ε sin α − 2h sin(α − ϕ) + 2εh cos ϕ.

I шуканi величини набувають вигляду

k2
0 − n2 = ε2 − 2ε sin α + (1 − n2),

k2
h − n2 = ε2 + 2(h cos ϕ−sin α)ε + (1−n2) + h(h−2 sin(α−ϕ)).

Тодi дисперсiйне рiвняння (2.80) записується так:

ΔE =ε2

(
1 0 ... 0
0 1 ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 1

)
+ε

⎛
⎝−2 sin α 0 ... 0

0 2(h1 cos ϕ1−sin α) ... 0
0 0 ... 0
... ... ... ...
0 0 ... 2(hN cos ϕN−sin α)

⎞
⎠+

+

⎛
⎜⎝

1−n2 −χ0,−1 ... −χ0,−(N−1)

−χ1,0 1−n2+h1(h1−2 sin(α−ϕ1)) ... −χ1,−(N−1)
−χ2,0 −χ2,−1 ... −χ2,−(N−1)

... ... ... ...
−χN−1,0 −χN−1,−1 ... 1−n2+hN (hN−2 sin(α−ϕN ))

⎞
⎟⎠=0. (2.83)

Або у вiдповiдних позначеннях

ΔE = ε2I + εA + B, (2.84)

де I — одинична матриця, A i B — вiдповiднi матрицi з (2.83):

A = {δij2(hi cos ϕi − sinα)},
B =

{
i = j : 1 − n2 + hi(hi − 2 sin(α − ϕi)),
i �= j : −χi,−j ,

причому h0 ≡ 0, ϕ0 ≡ 0, j, i = 0, . . . , N − 1; δij —символ Кронекера.
Пiдставляючи (2.84) в (2.77), маємо

ε2IE + εAE = ε(εIE + AE) = −BE (2.85)

i, ввiвши позначення
εIE ≡ ES , (2.86)
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перепишемо (2.85) у виглядi

ε(ES + AE) = −BE. (2.87)

Об’єднуючи рiвняння (2.86) i (2.87), одержуємо(−B 0
0 1

)(
D
DS

)
= ε

(
A 1
1 0

) (
D
DS

)
. (2.88)

Рiвняння (2.88) є узагальненою проблемою власних значень ε i
розв’язується за допомогою стандартних алгоритмiв (наприклад, фун-
кцiями, що входять у бiблiотеки NAG або IMSL [55], або програмами,
наведенеми на www.srcc.msu.su).
Розв’язками цього рiвняння є 2N власних значень ε i N × 2N зна-

чень власних векторiв, якi є амплiтудами хвиль усiх хвильових полiв.
Проте цi хвильовi вектори необхiдно нормувати, роздiливши кожний
з N стовпчикiв на перше в стовпчику значення, яке вiдповiдає падаю-
чiй хвилi i має дорiвнювати одиницi. Далi необхiдно визначити N×2N
нормальних компонент хвильових векторiв:

khz = kh · (−n) = sin α − ε − hi cos ϕi. (2.89)

Таким чином, задача визначення хвильових полiв у данiй речовинi
розв’язана. Тепер знайдемо точнi значення хвильових полiв i пошири-
мо цю задачу на структуру, що складається з M плоскопаралельних
шарiв, надґратку. Для цього необхiдно записати граничнi умови.

Застосування граничних умов. Граничними умовами для еле-
ктромагнiтних хвиль є неперервнiсть тангенцiальної (паралельної по-
верхнi) компоненти електричного E i магнiтногоH полiв. З цього одер-
жимо умови на кожному iнтерфейсi [1]:

2N−1∑
n=0

cnE0n = const,
2N−1∑
n=0

cnkznE0n = const, (2.90)

де cn — шуканi коефiцiєнти, kzn — нормальнi компоненти хвильових
векторiв.
Записавши умови (2.90) i врахувавши ослаблення внаслiдок погли-

нання хвилi, що проходить через m-й шар, одержимо для iнтерфейсу

SmFmEm = Sm+1Em+1, (2.91)
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тут Em — вектор-стовпчик амплiтуд напруженостей у m-му шарi,

Sm =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

c0,0 c0,1 . . . c0,2N−1

c1,0 c1,1 . . . c1,2N−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cN−1,0 cN−1,1 . . . cN−1,2N−1

c0,0kz0,0 c0,1kz0,1 . . . c0,2N−1kz0,2N−1

c1,0kz1,0 c1,1kz1,1 . . . c1,2N−1kz1,2N−1

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
cN−1,0kzN−1,0 cN−1,1kzN−1,1 . . . cN−1,2N−1kzN−1,2N−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠
(2.92)

i
Fm = δij exp(−ikj

0zKtm), (2.93)

tm — товщина шару; k
j
0z — 2N розв’язкiв дисперсiйного рiвняння (пер-

ший рядок матрицi kz), що вiдповiдають падаючiй хвилi.
Для знаходження значень амплiтуд хвиль у всiй структурi необхi-

дно розв’язати таке матричне рiвняння:

E′
0 = S−1

0 S1F1S
−1
1 S2F2 · · ·S−1

M−1SMΦ(U)
M EM , (2.94)

де M — кiлькiсть шарiв (0 — вiдповiдає повiтрю, M — пiдкладцi);
Φ(U,L)

m = δij exp(ikj
0zKz

(U,L)
m ); z

(U,L)
m — глибина залягання верхньої (U)

i нижньої (L) поверхонь m-го шару; E′
0 — амплiтуди напруженостей у

повiтрi; S0 — граничнi умови на поверхнi структури, якi для випадку
Брегга записуються так

S0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

1 0 . . . 0 1 0 . . . 0
0 1 . . . 0 0 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . 1 0 0 . . . 1

Kz0 0 . . . 0 −Kz 0 0 . . . 0
0 Kz1 . . . 0 0 −Kz 1 . . . 0

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 . . . KzN 0 0 . . . −Kz N

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (2.95)

E′
0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎜⎝

E0

0
. . .
0

ER

E1
. . .

EN−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎟⎠

, (2.96)
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де E0 — амплiтуда падаючої хвилi (зазвичай, приймається рiвною оди-
ницi); ER — вiдбита вiд поверхнi хвиля; E1, . . ., EN−1 — дифрагованi
хвилi; Kz0 ≡ γ0 = sin α, Kzh ≡ −γh =

√
1 − (cos α − h sin ϕ)2.

Розв’язок рiвняння (2.94) призводить до великих похибок у ков-
знiй геометрiї i у товстих шарах, оскiльки матриця Fm мiстить рiвну
кiлькiсть зростаючих i спадаючих експонент (одна половина коренiв
дисперсiйного рiвняння має вiд’ємну уявну частину, а iнша половина —
додатну). Тому скористаємося пiдходом, запропонованим у роботi [70].
По-перше, вiдсортуємо коренi дисперсiйного рiвняння за зменшен-

ням уявної частини, тобто за першим рядком вiдповiдних матриць Cn

i kz. По-друге, введемо ренормалiзацiю

Em ≡ ΦL
mEm, (2.97)

де ΦL
m — фаза хвилi на нижнiй межi m-го шару.
Розглянемо матрицю

Xm =
(

Xtt Xtr

Xrt Xrr

)
= S−1

m−1Sm. (2.98)

Тодi рiвняння (2.91) можна записати у виглядi

Em = Xm+1Fm+1Em+1. (2.99)

Враховуючи введене нами сортування коренiв, першi N елементiв
матрицi Em вiдповiдають падаючим хвилям, а iншi N елементiв —

вiдбитим (або дифрагованим) хвилям, Тобто Em =
(

Tm

Rm

)
, наприклад,

для повiтря T0 = (E0 0 0 . . . 0) i R0 = (ER E1 E2 . . . EN−1). Тодi (2.99)
виглядатиме так:(

Tm

Rm

)
=

(
Xtt Xtr

Xrt Xrr

)(
F+ 0
0 F−

)(
Tm+1

Rm+1

)
, (2.100)

де F+ i F− — дiагональнi матрицi розмiром N × N вигляду (2.93), що
мiстять зростаючi i спадаючi експоненти вiдповiдно.
Далi введемо такi матрицi:

M tt = (F+)−1(Xtt)−1,

M tr = −M ttXtrF, (2.101)

M tr = Xrt(Xtt)−1
,
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Mrr = (Xrr − MrtXtr)F−

i перепишемо (2.100) у виглядi(
Tm+1

Rm

)
=

(
M tt M tr

Mrt Mrr

) (
Tm

Rm+1

)
. (2.102)

Ввiвши матрицi

W tt
m = AmW tt

m−1,

W tr
m = M tr

m + AmW tr
m−1M

rr
m ,

W rt
m = W rt

m + BmMrt
m W tt

m−1, (2.103)
W rr

m = BmMrr
m ,

Am = M tt
m(1 − W tr

m−1M
rt
m )−1,

Bm = W rr
m−1(1 − Mrt

m W rt
m−1)

−1,

одержимо (
Tm

R0

)
=

(
W tt W tr

W rt W rr

)(
T0

Rm

)
. (2.104)

Як наслiдок, вiдбиття вiд кристала виражатиметься матричним
рiвнянням:

R0 = W rt
MT0. (2.105)

Процедура розв’язання. Для отримання iнтенсивностi дифра-
гованих на багатошаровiй структурi X-хвиль необхiдно виконати
такi дiї:

• iз знайденої для попереднього шару матрицi Sm−1 знаходимо
S−1

m−1 (для повiтря S0 задана рiвнянням (2.95));
• розв’язуємо дисперсiйне рiвняння (2.89), знаходимо матрицi khz

i cn для m-го шару i сортуємо їх рядки за зменшенням уявної
частини khz;

• будуємо матрицю Sm;
• знаходимо Xm = S−1

m−1Sm;

• будуємо матрицю F− для перших N коренiв i F−1
+ для решти;

• обчислюємо матрицi Mm;
• знаходимо рекурсивноWm, причому для повiтряW tt

0 = I,W rr
0 =

I, W rt
0 = 0, W tr

0 = 0 i для першого шару W tt
1 = M tt

1 , W tr
1 = M tr

1 ,
W rt

1 = Mrt
1 , W rr

1 = Mrr
1 ;
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Рис. 2.11. Приклад ширококутової дифракцiї вiд надґратки (рефлекси злiва напра-
во 002, 004, 006). Зелена крива — багатопроменева теорiя з урахуванням вiдбитого
променя, iншi кривi — звичайна двопроменева поблизу вiдповiдного рефлексу

• знаходимо коефiцiєнт дифракцiї вiд дослiджуваної структури

R0 =

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

ER

E1

E2

· · ·
EN−1

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ = W rt

N

⎛
⎜⎜⎜⎜⎝

E0

0
0
· · ·
0

⎞
⎟⎟⎟⎟⎠ ,

тобто ER = W rt
N [0][0], Ehi = W [i + 1][0];

• знаходимо iнтенсивнiсть � = (|γh|/γ0)|R|2;
• виводимо залежнiсть iнтенсивностi вiд кута падiння.

На рис. 2.11 зображено так звану ширококутну дифракцiю X-
променiв на шаруватiй структурi. У дифракцiї беруть участь чотири
вузли оберненої ґратки: 000, 002, 004, 006.

2.4.9. Розрахунок некомпланарної багатохвильової
дифракцiї в паралельнiй платiвцi

Найкращий на сьогоднiшнiй день пiдхiд для розв’язання задачi ди-
намiчної дифракцiї рентгенiвських хвиль у кристалi запропонували в
1997 роцi Стецко i Чен [41,74]. Хоча цей метод розраховує дифракцiю
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в паралельнiй платiвцi, а не в багатошаровiй структурi, саме на ньо-
му базується найкращiй на сьогоднi метод розрахунку багатохвильо-
вої дифракцiї в шаруватих структурах (див. п. 2.4.11). Метод Стецка
базується на розкладi векторних рiвнянь розповсюдження (2.10) на
проекцiї на вiсi декартової ситеми координат. Таким чином, розв’язує-
ться задача для багатопроменевої дифракцiї з мiнiмальною кiлькiстю
допущень.
Цей метод дозволяє розрахувати дифракцiю в паралельнiй платiв-

цi невеликої товщини. Насправдi в статтi вказано шлях застосування
цього методу для товстих платiвок, але вiн помилковий.
Саме цей метод покладено в основу розробленого оригiнального

алгоритму, який наведено у п. 2.4.11. Тому детальнiший опис цього
методу приведено у вiдповiдному роздiлi.

Переваги: може бути застосований для довiльних кутiв та довiльної
геометрiї (Брегга, Лауе); враховує довiльну кiлькiсть хвиль; коректно
враховує довiльну поляризацiю.

Недолiки: не може бути використаним для товстих шарiв та для
розрахунку дифракцiї в багатошарових структурах. Досить повiльний,
оскiльки розраховує всi хвилi (4N , тобто для дво-променевої дифракцiї
8 хвиль).
Слiд зазначити, що Катiча [75,76] розвивав альтернативну методи-

ку моделювання багатохвильової дифракцiї: вiн запропонував модель,
яка розглядає двохвильову дифракцiю в яку «внесено» вплив дода-
ткових вузлiв оберненої ґратки через додатковi доданки у виразi для
поляризовностi. Такий пiдхiд базується на припущеннi, що всi дода-
тковi вузли впливають на дифракцiю слабше, нiж основнi два. Крiм
того, Катiча розробив формалiзм тiльки для симетричної дифракцiї.
З огляду на всi зазначенi припущення, цей пiдхiд в монографiї описано
не буде.

2.4.10. Розрахунок некомпланарної багатохвильової
дифракцiї в багатошаровiй структурi

Один з найкращих методiв для розв’язання задачi багатопроменевої
дифракцiї рентгенiвських хвиль у багатошаровiй структурi наведено
Суворовим та iншими [77] у 2004 роцi. Цей метод виправляє недолi-
ки методу Стецька [41] i дозволяє розраховувати шаруватi структури
з довiльною товщиною шарiв. Досить схожий за основними принци-
пами метод, який, однак, позбавлено деяких недолiкiв i розроблено
паралельно з методом Суворова, наведено в наступному пунктi.
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До недолiкiв цього методу можна вiднести його незастосовнiсть для
розв’язання задачi дифракцiї в частково релаксованiй структурi або
в структурi, деякi шари якої мають локальну розорiентацiю вектора
оберненої ґратки. Крiм того, у цьому алгоритмi є деякi помилки в
урахуваннi фазових множникiв, що робить метод незастосовним для
аналiзу тонких шарiв (десятки нанометрiв чи менше).

Переваги методу такi самi як i в методi, описаному в п. 2.4.11, за
винятком перелiчених вище недолiкiв.

2.4.11. Багатопроменевий некомпланарний RMA

У роботi [41] розроблено алгоритм розрахунку некомпланарної багато-
хвильової дифракцiї в паралельнiй пластинцi, а в [77] цей пiдхiд поши-
рено на випадок багатошарової структури. Ми пропонуємо альтерна-
тивний алгоритм розрахунку [81], схожий у ключових моментах, проте
виведений незалежно, справедливий не тiльки для повнiстю напруже-
ної структури i такий, що не мiстить у собi помилок при iнтерпретацiї
фазових множникiв.
Основнi властивостi запропонованого методу:

• розглядаються плоскi хвилi;
• рiвняння розповсюдження i граничнi умови розв’язуються без
спрощень;

• будь-яка геометрiя (Брегга, Лауе, Брегга–Лауе);
• 3D моделювання в зворотному просторi i 1D в прямому;
• весь можливий кутовий дiапазон;
• точний розрахунок будь-якої поляризацiї i iнформацiя про поля-
ризацiю променiв, що дифрагували;

• немає принципових обмежень на кiлькiсть точок зворотного про-
стору, що беруть участь у дифракцiї;

• немає обмежень на товщини шарiв;
• всi розрахунки проводяться для x-, y-, z-компонент хвильових
векторiв, векторiв дифракцiї i полiв

Розв’язок дисперсiйного рiвняння. Рiвняння розповсюдження
для векторiв напруженостi електричного поля в перiодичному сере-
довищi для N точок зворотного простору (2.15) необхiдно звести до
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Рис. 2.12. Вектори дифракцiї (чорним), падаючий хвильовий вектор (червоним) та
дифрагованi хвильовi вектори (зеленим). Поверхня зразка — бiлим

системи скалярних рiвнянь. Для цього подамо всi вектори у декарто-
вiй системi координатах:

khn
= (Xn − x)i + (Yn − y)j + (Zn − z)k =
= xni + ynj + (Zn − z)k, (2.106)

Ehn
= Ex

ni + Ey
nj + Ez

nk,

де Xn, Yn, Zn — координати точок зворотного простору, а x, y, z —
координати початкiв хвильових векторiв (рис. 2.12).
Тодi рiвняння (2.15) прийме вигляд:⎛
⎝H2+B2−G2 −AB −AH

−AB H2+A2−G2 −BH
−AH −BH A2+B2−G2

⎞
⎠

⎛
⎝Ex

Ey

Ez

⎞
⎠ = 0, (2.107)

тут матрицi розмiром N × N : I = {δnm}, A = {δnmxn}, B = {δnmyn},
C = {δnmZn}, X = {χhn−hm

}, G = (I + X) та δnm — дельта-функцiя.
Поляризовнiсть χhn−hm

розраховувалась методом [82], детально описа-
ним у п. 2.4.13. Матрицi Ex, Ey, Ez — вектор-стовпчики розмiром 1×N
напруженостей електричного поля, типу: Ex = (Ex

0 , Ex
1 , . . . , Ex

N−1)
T , де

T означає транспоноване.
Ввiвши два вектор-стовпчики: Ev = (C − zI)Ex − AEz та Ew =

(C − zI)Ey − BEz, пiсля перетворення зведемо (2.107) до системи

QE4 = zE4, (2.108)
Ez = −(I + X)−2(AEz + BEw) (2.109)
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де E4 = (Ex,Ey,Ev,Ew); матриця Q розмiром 4N × 4N має вигляд:

Q =

⎛
⎜⎜⎝

C 0 AG−2A − I AG−2B
0 C BG−2A BG−2B − I

B2 − G2 −AB C 0
−AB A2 − G2 0 C

⎞
⎟⎟⎠ (2.110)

Таким чином, рiвняння (2.108) є дисперсiйним рiвнянням, з якого
можна знайти вектори дифракцiї в середовищi, а в комбiнацiї з (2.109)
ще i хвильовi поля, що вiдповiдають усiм дифрагованим променям (з
точнiстю до невiдомого коефiцiєнта cm

j ).
На рис. 2.13 зображено частину розв’язку рiвняння detQ = 0, тобто

дисперсiйну поверхню поблизу точки Лоренца.

Рис. 2.13. Частина дисперсiйної поверхнi GaAs 004

Проте для знаходження дiйсних значень амплiтуд хвиль у шарi
необхiдно застосувати граничнi умови.

Граничнi умови. Запишемо хвилю в кристалi:

Ex,y,z(r) =
N−1∑
n=0

e−ik⊥nr⊥+iZnt+iCn

4N−1∑
j=0

cjE
x,y,z
nj e−izjt, (2.111)

де стала iнтегрування для безперервностi фази мiж шарами має до-
рiвнювати: Cn = k⊥nrn − Znt, t — товщина поточного шару.
На межi шарiв (m) i (m − 1) умови (2.28, 2.29, 2.30) в матричному

виглядi матимуть вигляд:

cmEx
m = cm−1Ex

m−1Fm−1,
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cmEy
m = cm−1E

y
m−1Fm−1,

cm(I + Xm)Ez
m = cm−1(I + Xm)Ez

m−1Fm−1, (2.112)
cm(Ezy

m − BmEz
m) = cm−1(E

zy
m−1 − Bm−1Ez

m−1)Fm−1,

cm(AmEz
m − Ezx

m ) = cm−1(Am−1Ez
m−1 − Ezx

m−1)Fm−1,

де матрицi Fm = {δij exp(izm
j tm)}, cm = {δij · cj} i Ezx,zy

m = {zj ·Ex,y
m }.

На верхнiй межi структури, що складається зM шарiв (1 — верхнiй,
M — пiдкладка), умови (2.112) набувають вигляду:

c1Ex
1 = Ex

0 + Ex
up,

c1E
y
1 = Ey

0 + Ey
up,

c1(I + X1)Ez
1 = Ez

0 + Ez
up, (2.113)

c1(E
zy
1 − B1Ez

1) = Kz(Ey
0 − Ey

up) − B(Ez
0 + Ez

up),
c1(A1Ez

1 − Ezx
1 ) = Kz(Ex

up − Ex
0) + A(Ez

0 + Ez
up).

I на нижнiй границi:

cMEx
M = Ex

dwnφM ,

cMEy
M = Ey

dwnφM , (2.114)
cM (I + XM )Ez

M = Ez
dwnφM ,

cM (Ezy
M − BMEz

M ) = (KzEy
dwn − BEz

dwn)φM ,

cM (AMEz
M − Ezx

M ) = (AEz
dwn − KzEx

dwn)φM .

У рiвняннях (2.113) i (2.114) введенi позначення: вектор-стовпчики:
Ex,y,z

0 — падаючi на структуру променi (вiдмiнний вiд 0 тiльки пер-
ший елемент кожного вектора); Ex,y,z

up — дифрагованi вгору (Брег-
га) променi; Ex,y,z

dwn — дифрагованi вниз (Лауе) променi; дiагональ-
на матриця φM — фаза хвилi, що вийшла зi структури, Kz

m =
{−δni

√
1 − (x2

n + y2
n)}.

Якщо з рiвнянь (2.113) i (2.114) виключити невiдомi дифрагованi
хвилi, одержимо 4 рiвняння:

c1(Ezx
1 + KzEx

1 + A1X1Ez
1) = 2KzEx

0 ,

c1(E
zy
1 + KzE

y
1 + B1X1Ez

1) = 2KzEy
0, (2.115)

cM (Ezx
M − KzEx

M + AMXMEz
M )FM = 0,

cM (Ezy
M − KzE

y
M + BMXMEz

M )FM = 0.

Або у бiльш компактному виглядi:

Suc1 = 2KzExy
0 , SdFMcM = 0. (2.116)
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Рiвняння (2.112) теж можна подати в компактному виглядi (доста-
тньо 4 рiвняння з 5):

Sm+1cm+1 = SmFmcm, (2.117)

де матрицi Sm можна вибрати, наприклад, так:

Sm =

⎛
⎜⎜⎝

Ex
m

Ey
m

Ezy
m − BEz

m

AEz
m − Ezx

m

⎞
⎟⎟⎠ . (2.118)

Послiдовно застосовуючи формулу (2.117) для всiх шарiв, одержу-
ємо рекурентне спiввiдношення:

cM = (SM )−1SM−1FM−1(SM−1)−1 · . . . · (S2)−1S1F1c1. (2.119)

За допомогою рiвнянь (2.116) i (2.119) можна розрахувати c1 i cM .
Далi з (2.113) i (2.114) знаходимо дифрагованi променi зверху стру-
ктури: ⎛

⎝ Ex
1

Ey
1

(I + X1)Ez
1

⎞
⎠ c1 =

⎛
⎝Ex

0

Ey
0

Ez
0

⎞
⎠ +

⎛
⎝Ex

up

Ey
up

Ez
up

⎞
⎠ (2.120)

та знизу: ⎛
⎝ Ex

M

Ey
M

(I + XM )Ez
M

⎞
⎠FMcM =

⎛
⎝Ex

dwn

Ey
dwn

Ez
dwn

⎞
⎠ φM . (2.121)

Проблема даного розв’язку полягає в тому, що при великiй товщинi
шарiв матриця Fn стає нескiнченно великою для коренiв zj з вiд’ємною
уявною частиною [65]. Вирiшення даної проблеми запропоновано в [70]
i проаналiзовано в [66]. Застосуємо цей пiдхiд.

Коректний розв’язок для товстих шарiв. Перепишемо рiвня-
ння (2.117) у виглядi:

cm+1 = (Sm+1)−1SmFmcm. (2.122)

Вiдсортуємо коренi дисперсiйного рiвняння (2.108) zj за зменше-
нням уявної частини (кiлькiсть коренiв з додатнiми i вiд’ємними
уявними частинами однакова [70]) та вiдповiдно вiдсортуємо ряд-
ки в матрицях Ex, Ey, Ez (кожен стовпчик з номером j вiдповiд-
ає власному значенню zj). Далi замiсть добутку матриць розмiром
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4N × 4N (Sm+1)−1Sm введемо новi матрицi X11
m , X12

m , X21
m , X22

m розмi-
ром 2N × 2N таким чином, щоб

(Sm+1)−1Sm =
(
X11

m X12
m

X21
m X22

m

)
, (2.123)

а матрицю Fm розмiром 4N × 4N в (2.117) розiб’ємо вiдповiдно на
матрицi розмiром 2N × 2N i матрицю cm 4N × 1 на двi 2N × 1:(

c+
m+1

c−m+1

)
=

(
X11

m X12
m

X21
m X22

m

) (
F+

m 0
0 F−

m

) (
c+

m

c−m

)
. (2.124)

Тодi (
c+

m+1

c−m

)
=

(
M11

m M12
m

M21
m M22

m

)(
c+

m

c−m+1

)
, (2.125)

де

M12
m = X12

m (X22
m )−1,

M11
m = (X11

m − M12
mX21

m )F+
m, (2.126)

M22
m = (F−

m)−1(X22
m )−1,

M21
m = −M22

mX21
mF+

m,

або (
c+

m

c−1

)
=

(
W11

m W12
m

W21
m W22

m

) (
c+
1

c−m

)
, (2.127)

де:

W11
m+1 = −M11

m (W12
mM21

m − I)−1W11
m ,

W12
m+1 = M12

m − M11
m (W12

mM21
m − I)−1W12

mM22
m , (2.128)

W21
m+1 = W21

m − W22
mM21

m (W12
m M21

m − I)−1W11
m ,

W22
m+1 = W22

m (I − M21
m (W12

mM21
m − I)−1W12

m )M22
m .

Застосовуючи рiвняння (2.128) послiдовно для всiх шарiв, починаю-
чи вiд поверхнi (для першого шару W11

1 = W22
1 = I, W12

1 = W21
1 = 0),

i враховуючи граничнi умови (2.116), можна знайти:

c−1 = S1c
+
1 ,

c+
1 = (S+

u + S−
u S1)−1E0, (2.129)

c−M = SMc+
M ,

c+
M = (I − W12

MSM )−1W11
Mc+

1 ,
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де

SM = −(F−
M )−1(S−

d )−1S+
d F+

M , (2.130)
S1 = W21

M + W22
MSM (I − W12

MSM )−1W11
M .

Пiдставивши одержанi c1 i cM в рiвняння (2.120) i (2.121), можна
визначити всi компоненти дифрагованих променiв (нульовi елементи
в матрицях Ex,y,z

up i Ex,y,z
dwn є вiдповiдно дзеркально вiдбитим променем

та тим, що пройшов).
Даний пiдхiд позбавлений проблем з товстими шарами, оскiльки

матриця, що мiстить зростаючi експоненти F−
M , скрiзь фiгурує в iн-

вертованому виглядi.

Процедура розв’язання. Для отримання iнтенсивностi дифра-
гованих на багатошаровiй структурi X-хвиль необхiдно виконати та-
кi дiї:

1. задаючи кут падiння хвилi на структуру та її поляризацiю, роз-
раховуємо декартовi координати початкiв хвильових векторiв x,
y, z та компоненти падаючої хвилi: Ex

0 , E
y
0 , E

z
0 ;

2. розв’язуємо для приповерхневого шару (m = 1) рiвняння (2.108)
i (2.109) та знаходимо власнi значення zj (j = 1 . . . 4) та власнi
вектори Ex, Ey, Ez;

3. вiдсортовуємо власнi значення zj за зменшенням уявної частини
(Im(zj)) та вiдповiдним чином власнi вектори Ex, Ey, Ez (кожен
стовпчик p номером j вiдповiдає власному значенню zj);

4. будуємо матрицю Sm (2.118) та Fm i видiляємо з них матрицi
X11

m , X12
m , X21

m , X22
m та F+

m, F−
m;

5. розраховуємо матрицiM11
m ,M12

m ,M21
m ,M22

m за допомогою рiвнян-
ня (2.126);

6. розраховуємо матрицю Su (першi два рiвняння в (2.115));
7. вважаємо, що для першого шару матрицi W11

1 = W22
1 = I та

W12
1 = W21

1 = 0);
8. пiвторюємо пункти 2–5 для другого шару (m = 2);
9. розраховуємо матрицi W11

m , W12
m , W21

m , W22
m за допомогою рiв-

няння (2.128);
10. пiвторюємо пункти 8–9 для всiх наступних шарiв до пiдкладки

(m = M);
11. розраховуємо матрицю Sd для пiдкладки (другi два рiвняння в

(2.115);
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12. розраховуємо матрицi S1 та SM з рiвняння (2.130) та матрицi c+
1 ,

c−1 , c
+
M , c

−
M з рiвняння (2.129);

13. знаходимо з рiвнянь (2.120) або (2.121) вiдповiдно для геометрiй
Брегга та Лауе дифрагованi вгору хвилi: Ex

up, Ey
up, Ez

up (нульовий
елемент кожного вектор-стовпчика вiдповiдає дзеркально вiдби-
тiй хвилi, iншi — дифрагованим) та дифрагованi вниз хвилi: Ex

dwn

Ey
dwn Ez

dwn (нульовий елемент кожного вектор-стовпчика вiдпо-
вiдає хвилi, що пройшла крiзь структуру);

14. знаходимо iнтенсивнiсть

� =
|γh|
γ0

[(Ex
n)2 + (Ey

n)2 + (Ez
n)2]

i виводимо залежнiсть iнтенсивностi вiд кута падiння.

2.4.12. Метод Дарвiна
Досить цiкавий метод розрахунку дифракцiї запропонував ще
в 1914 роцi Дарвiн [20,21,26]. Цей метод базується на сумуваннi дифра-
гованих променiв вiд окремих атомних площин з урахуванням взаємо-
дiї падаючого променя з дифрагованими. Таким чином, цей метод теж
є динамiчним розглядом дифракцiї, хоча вiн суттєво вiдрiзняється вiд
описаних вище методiв.
У цьому пунктi розглянуто iнтерпретацiю методу Дарвiна на ви-

падок спотворених кристалiв, виконану Прудниковим [78,79]. У данiй
iнтерпретацiї поле змiщень i поляризовнiсть у кожнiй атомнiй площи-
нi задаються вiдповiдно функцiями: u(ρ) i, f(ρ) де ρ = [ρx, ρy, 0] —
позицiйний вектор у розсiювальнiй атомнiй площинi (вiсь z перпенди-
кулярна поверхнi структури).
Дифрагована хвиля Es

j (k||) i хвиля, що пройшла, Et
j(k||) для j-ї

атомної площини (k|| — проекцiя дифрагованого хвильового вектора
на площину xy: k|| = [kx, ky, 0]) можна представити у виглядi:

Et
j(k||) = eiψj(k||)

(∫
Gt

j−1(k|| − ν||)Et
j−1(ν||)dν|| +

+ r−h
j−1

∫
Gs

j−1(k|| − ν||)eiψj(ν||)Es
j (ν||)dν||

)
,

Es
j (k||) =

∫
Gt

j(k|| − ν||)eiψj+1(ν||)Es
j+1(ν||)dν|| +

+ rh
j

∫
Gs

j(k|| − ν||)Et
j(ν||)dν||,

(2.131)
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де введенi такi позначення (тут i далi ∗ означає згортку; FT i FT−1 —
пряме i обернене фур’є-перетворення):

Gt
j(k|| − ν||) = δ(k|| − ν||) + Gf

j (k|| − ν||)(t0j − 1),

Gs
j(k|| − ν||) = Gu

j (k|| − ν||) ∗ Gf
j (k|| − ν||),

Gf
j = FT (f(ρ)),

Gu
j = FT (e−ig·u(ρ)),

ψj(k||) =
√

k2
0 − k2

||dj — середня вiдстань мiж атомними площинами;
k0 — хвильовий вектор падаючої хвилi; g — вектор дифракцiї; δ —
дельта-функцiя; rh,−h

j , t0,h
j — коефiцiєнти вiдбиття i пропускання j-ї

атомної площини.
Гранична умова на верхнiй межi: Et

0(k||) = Ein(k||) — амплiтуда
падаючого пучка, на нижнiй межi: Es

N (k||) = 0.
Краса описаного алгоритму в тому, що вiн є чисто тривимiрним як

в прямому, так i в оберненому просторi i дозволяє динамiчно розраху-
вати дифракцiю вiд довiльно спотворених структур та врахувати той
факт, що падаюче на структуру випромiнювання в реальному експе-
риментi не є плоскою хвилею. Головний мiнус описаного алгоритму —
його низька швидкiсть.

Модернiзацiя для збiльшення швидкостi розрахунку. Роз-
рахунок дифракцiї для довiльного деформацiйного поля за описаним
вище алгоритмом може бути виконаний тiльки чисельно. Оскiльки X-
променi проникають у структуру на 104–105 атомних шарiв, розраху-
нок за наведеними формулами стає дуже довгим. Для прискорення
необхiдно для тих шарiв багатошарової структури, в якi не внесенi
латеральнi спотворення (наприклад, пiдкладка), ввести коефiцiєнти
вiдбиття i пропускання цiлого шару (Rh,−h

n , T 0,h
n ), що складається з

Nn атомних шарiв сумарної товщини, замiсть розгляду вiдповiдних
коефiцiєнтiв для кожної атомної площини (rh,−h

j , t0,h
j ) [80]:

T 0
n =

1
an
11

; Th
n = an

22 −
an
21a

n
12

an
11

;

Rh
n =

an
21

an
11

; R−h
n = −an

12

an
11

(2.132)

i матриця

An =
1

x+ − x−
((x+ − x−)B − x+x−(xNn−1

+ − xNn−1
− )I),
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де I — одинична матриця; компоненти матрицi B: b11 = 1/t0, b22 =
th − r−hrh/t0,b21 = rh/t0, b12 = −r−h/t0.
Крiм того, в цих шарах багато iнтегралiв в (2.131) беруться аналi-

тично, що також у декiлька разiв збiльшує швидкiсть розрахунку.
Для подальшого прискорення розрахунку можна структурнi шари,

в яких мiстяться дефекти, розбити на бiльш тонкi пiдшари, в яких
можна вважати функцiї u(ρ) i f(ρ) постiйними по осi z. Хоча цей
крок i не позбавляє вiд необхiдностi брати згортки i Виконувати фур’є-
перетворення, але це робиться один раз для цiлого пiдшару, який може
складатися з сотень атомних шарiв.
Якщо нехтувати ефектами багатократного розсiяння мiж шарами

структури, вираз (2.131) для дифрагованого структурою з N шарiв
променя набуде вигляду [79]:

Er
0(k||) =

N−1∑
n=0

Rh
nτn(k||)

∫
Gs

n(k|| − ν||)τn(ν||)Ein(ν||)dν||, (2.133)

де τn =
n∏

p=1
Th

p−1e
iψp(k||).

Формула (2.133) є по сутi кiнематичним спрощенням формули
(2.131). Проте при не дуже великiй кiлькостi шарiв у данiй структурi
похибка вiд подiбного спрощення буде дуже мала, оскiльки в кожному
окремому шарi дифракцiя розглядається динамiчно (формули (2.132)).
Результати моделювання кривих дифракцiйного вiдбиття пiдтверджу-
ють цей факт — рiзниця мiж точними розрахунками (iз використанням
теорiї Лауе) i запропонованим укладається в товщину лiнiї.

Моделювання. З урахуванням описаного вище методу для при-
скорення розрахунку процедура моделювання виглядає так: спочатку
багатошарова структура розбивається на тоншi пiдшари в тих мiсцях,
де вводитимуться деформацiї, причому в межах пiдшару деформацiя
постiйна по осi z. Для тих шарiв, у якi латеральнi деформацiї не вво-
дяться (наприклад, пiдкладка), розраховуються коефiцiєнти Rh,−h

n i
T 0,h

n , а функцiя Gs
n(k|| −ν||) розраховується аналiтично. У пiдшарах з

наявною латеральною деформацiєю розраховуються Rh,−h
n i T 0,h

n для
середнiх ґраток i Gs

n(k|| − ν||) чисельно.
Оскiльки функцiї u(ρ) i f(ρ) задаються довiльно, це дає можли-

вiсть задавати будь-якi спотворення кристалiчної ґратки. Можна вве-
сти перiодичну змiну латеральних деформацiй, скорелювати деформа-
цiї як в площинi, так i по осi z. Також можна легко ввести випадко-
вi деформацiї (наприклад, оператором random). Крiм того, оскiльки



116 Роздiл 2. Динамiчна теорiя дифракцiї для багатошарових структур

Рис. 2.14. Експериментальна карта оберненого простору поблизу вузла 004 GaAs
пiдкладки для 17-перiодної надґратки In0,3Ga0,7As/GaAs

функцiя u(ρ) використовується у векторному виглядi, досить просто
можна ввести деформацiї, направленi не лише вздовж осi z.
Оскiльки в цьому методi нiяких обмежень нi на падаючу k0, нi на

дифраговану k хвилi не вводиться, то вiн може бути застосований як
для плоскохвильового випадку, який є малоцiкавим, так i для довiль-
ного виду хвиль, якi беруть участь у дифракцiї. Разом з тим, оскiль-
ки метод є повнiстю тривимiрним (як у прямому, так i в оберненому
просторi), його можна застосовувати як для моделювання квантових
дротiв, так i для моделювання квантових точок.
Ще одна перевага розглянутого методу — можливiсть його викори-

стання для ширококутової дифракцiї [76].

Результати моделювання. На рис. 2.14 зображено експеримен-
тальну, а на рис. 2.15 — розрахункову карти оберненого просто-
ру поблизу вузла 004 GaAs пiдкладки для 17-перiодної надґратки
In0,3Ga0,7As/GaAs з квантовими дротами. Поки що говорити про хо-
роший збiг рисункiв, на жаль, не доводиться, проте пiдбором моделi
квантових дротiв у шарах можна буде добитись кращого. Крiм того,
при моделюваннi необхiдно ще врахувати кiнцеву кутову апертуру де-
тектора, що теж можна зробити.
Необхiдно вiдзначити, що, як i у випадку аналiзу кривих дифра-

кцiї, для отримання точної iнформацiї про дослiджувану структуру
треба застосовувати методи автофiтування. Хоча в даному випадку
для подiбних розрахункiв доведеться використовувати обчислювальнi
кластери або суперкомп’ютер.
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Рис. 2.15. Розрахункова карта оберненого простору поблизу вузла 004 GaAs пiд-
кладки для 17-перiодної надґратки In0,3Ga0,7As/GaAs

Висновки. Описаний пiдхiд має такi переваги:

• у рамках єдиної моделi розраховується повна дифракцiя на неi-
деальнiй багатошаровiй структурi;

• розглядаються багатошаровi структури з довiльними вiдхилен-
нями вiд iдеальностi в трьох вимiрах;

• розглядається дифракцiя довiльних хвиль (не лише плоских, а й
сферичних, цилiндричних i т. iн.) на структурi;

• структурнi шари, в яких спотворення кристалiчної структури ма-
лi, можна розглядати в рамках класичної теорiї Дарвiна.

Головний недолiк запропонованого методу — мала швидкiсть розра-
хунку навiть при використаннi описаних вище прийомiв.

2.4.13. Розрахунок поляризовностi

Для точного розв’язання рiвняння розповсюдження (2.15) необхiдно
розрахувати фур’є-компоненти поляризовностi χh−g. Для двохвильо-
вого випадку величини χh, χ−h та χ0 можна виписати з довiдникiв
або з вiдповiдних програм, наприклад, XOP 2.11 [83] або X0H [84].
Це незручно, оскiльки необхiдно робити базу даних поляризовностей
для рiзних рефлексiв та матерiалiв (навiть рiзнi концентрацiї однiєї з
речовин у твердому розчинi вимагають окремо розрахованих фур’є-
компонент). Крiм того, при розрахунках багатохвильової дифракцiї
кiлькiсть рiзних фур’є-компонент для кожного матерiалу становить
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N2 −N +1 i база даних поляризовностей стає дуже великою та незру-
чною в користуваннi.
Саме з цих причин виникла необхiднiсть створити програму (а то-

чнiше бiблiотеку) для розрахунку фур’є-компонент поляризовностей
для довiльних рефлексiв та найбiльш поширених структур. В основу
програми покладено загальнi принципи розрахунку поляризовностi,
описанi в [10]. Поляризовнiсть кристала можна розрахувати таким чи-
ном:

χh =
reλ

2

πV

∑
n

(f + Δf ′ + iΔf ′′)n exp(2πih · rn), (2.134)

де re — радiус електрона; V — об’єм кристалiчної комiрки; h — ве-
ктор оберненої ґратки; f — атомний фактор розсiяння; Δf ′ та Δf ′′ —
поправки на резонансне розсiяння та поглинання.
Для складних структур поляризовнiсть розраховується на основi

закону Вегарда. Поправки Δf ′, Δf ′′, а також усi необхiднi для розра-
хунку f атомнi сталi для рiзних елементiв [85] запозиченi з програми
ХОР [83]. Оскiльки всi поправки коректнi навiть на краях поглинання
рiзних матерiалiв, розроблена бiблiотека не має обмежень на область
застосування за частотами випромiнювання. Файли з описом взаємно-
го розташування атомiв у складених структурах запозиченi з програми
Степанова X0H. На рис. 2.16 графiчно зображено структуру розробле-
ної бiблiотеки.

Рис. 2.16. Структура бiблiотеки для розрахунку фур’є-компонент поляризовностi

Цю бiблiотеку, написану мовою С++, можна вiльно завантажити
з сайту http://x-ray.net.ua та використовувати на умовах лiцензiї
GPL.



Роздiл 3

ЗАСТОСУВАННЯ МЕТОДIВ
ДИНАМIЧНОЇ ДИФРАКЦIЇ
В ЕКСПЕРИМЕНТАЛЬНИХ
ЗАДАЧАХ

У цьому роздiлi описанi деякi можливi застосування наведених методiв
для iнтерпретацiї експериментальних вимiрювань.

3.1. Рефлектометрiя
Описаний у п. 2.4.11 метод моделювання взаємодiї рентгенiвських
хвиль з багатошаровими структурами можна застосувати для за-
дач рентгенiвської рефлектометрiї. У рiвняннi (2.120) перший член
матриць-рядкiв Ex

up, E
y
up, E

z
up вiдповiдає саме дзеркально вiдбитому

променю. Приклад моделювання таких вимiрювань наведено на рис. 3.1.
Необхiдно зазначити, що при розрахунках симетричної дифракцiї

пiд малими кутами до поверхнi зразка неврахування цього променя в
деяких випадках призводить до хибних висновкiв вiдносно дослiджу-
ваної структури (див. рис. 2.11).

3.2. Ренiнгерiвське сканування
Розроблений у п. 2.4.11 метод можна використовувати також для мо-
делювання ренiнгерiвського скану [86] вiд структури (рис. 3.2). Вико-
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Рис. 3.1. Приклад кривої дзеркального вiдбиття вiд структури, яка складається
з 110 нм шару Si0,75Ge0,25 на Si пiдкладцi. Зеленим кольором зображено експе-
римент, червоним — моделювання описаним методом, блакитним — моделювання
комерцiйною програмою X’Pert Reflectivity

нувати таке сканування можна як обертаючи зразок вiдносно нормалi
(як це найчастiше i роблять в експериментi), так i обертаючи зразок
вiдносно вектора оберненої ґратки (це бiльш коректно). Однак моде-
лювання обох обертань реалiзується однаково легко в рамках запро-
понованого методу, оскiльки всi величини в системi заданi у векторнiй
формi, а обертання вектора навколо довiльного напрямку виконується
досить просто [87].

3.3. Точне врахування та розрахунок
довiльної лiнiйної поляризацiї

У п. 2.4.11 розроблено методику моделювання дифракцiї X-променiв у
шаруватих структурах, яка оперує декартовими координатами задiя-
них у дифракцiї векторiв. Серед цих векторiв є напруженiсть електри-
чного поля падаючої на кристал хвилi E0 та напруженостi дифрагова-
них та дзеркально вiдбитого променя Eh. Декартовi складовi вектора
падаючого променю заданi в першiй матрицi пiсля знака рiвностi в рiв-
няннi (2.120) (див. с. 110), а складовi променiв, дифрагованих вгору
та вниз, — вiдповiдно в другiй матрицi пiсля знака рiвностi в рiвняннi
(2.120) та в першiй у рiвняннi (2.121). Тобто можна задати декарто-
вi складовi напруженостi електричного поля (поляризацiю) падаючої
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Рис. 3.2. Приклад ренiнгерiвського сканування вiд рефлексу 002 GaAs. Чорним
кольором зображено експеримент з пiдписами рефлексiв (рисунок вiдскановано
з [7]), червоним — розрахунок

хвилi та отримати точну iнформацiю про поляризацiю всiх дифраго-
ваних променiв.
Цей метод можна використовувати для точного аналiзу нанорозмiр-

них структур, але вiн потребує бiльш глибокого вивчення.

3.4. Перехiдна область мiж шарами

Методи аналiзу багатошарових структур, що широко застосовуються
на сьогоднi, за допомогою моделей з рiзкими межами мiж шарами, мо-
жуть давати недостовiрнi результати про структуру дослiджуваного
зразка. Очевидно, що при вирощуваннi багатошарової структури окре-
мi шари не можуть бути iдеальними, особливо це стосується їх складу.
З фiзичних мiркувань зрозумiло, що при зростаннi кристала на межах
шарiв буде перехiдна область iз деяким градiєнтом концентрацiї речо-
вин, з яких складаються цi шари. Тому необхiдно при моделюваннi
багатошарових структур вводити перехiдну область. Оскiльки фун-
кцiональна залежнiсть градiєнта концентрацiї на iнтерфейсi невiдома,
пiдбирають її шляхом моделювання рiзних варiантiв [88,89].
Такий пiдхiд не новий, багато авторiв [90–92] i ранiше вводили подi-

бнi градiєнти для полiпшення збiгу експериментальної i модельованої
кривої. Проте це були або моделi з симетричним профiлем [91], або змi-
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Рис. 3.3. Модель росту InGaAs плiвки на GaAs пiдкладцi. Злiва — релаксована
ґратка, справа — напружений InGaAs

нювалася тiльки глибина проникнення градiєнта [90,92] при незмiннiй
формi. Крiм того, в цих роботах не була вiдзначена змiна ефективних
товщин шарiв залежно вiд градiєнта складу.

Методика моделювання. Будемо розглядати псевдоморфний
рiст кристалiв з кубiчною симетрiєю. Величина параметра ґратки, па-
ралельного поверхнi, у цьому випадку залишається постiйною i дорiв-
нює вiдповiдному параметру ненапруженої пiдкладки (це з великою
точнiстю вiдповiдає дiйсностi, оскiльки деформацiя розтягування у
бiльш товстому шарi на порядки менше, нiж у тонкому), а величи-
на перпендикулярного параметра буде змiнюватись залежно вiд скла-
ду [93]. Додатково вважатимемо, що вирощена структура повнiстю на-
пружена (рис. 3.3) i

aig = ai + 2(ai − ag)
ν

1 − ν
,

де ν — коефiцiєнт Пуассона розтягнутого шару [8].
Змiна нормального параметра ґратки шарiв (aig) призводить до

змiни вектора дифракцiї h, оскiльки

h =

√
m2

1a
2
g + m2

2a
2
ig + m2

3a
2
ig

aigag
,

де m1, m2, m3 — iндекси Мiллера вiдбивних площин. Таким чином, де-
формацiя структури впливає на просторове положення дифрагованого
променя.
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Кривi дифракцiйного вiдбиття моделювалися для рефлексiв 004 i
113 для випадку двох плоских хвиль методом [51], що цiлком право-
мiрно для планарної структури (п. 2.4.4). Для збiльшення точностi
хвильовi вектори знаходились чисельно (п. 2.3.2). Крiм того, моделю-
вання було проведено i за допомогою рiвнянь Такагi (п. 2.4.2), проте
цей метод дав практично тi самi результати.
Експериментальнi КДВ були взятi з роботи [94]. Дана структура

складалася з товстої GaAs пiдкладки (близько 300 мкм, орiєнтацiї
[001]) з нанесеними за допомогою МПЕ 8 перiодами In0,2Ga0,8As/GaAs
шарiв. Технологiчно заданi товщини окремих шарiв перiоду становили
вiдповiдно 40 i 113 Å. При моделюваннi цi шари розбивалися на значно
тоншi (близько 0,1 Å) пiдшари, параметри яких змiнювалися вiдповiд-
но до вибраної моделi градiєнта складу. На перший погляд величина
0,1 Å, яка в десятки разiв менша вiд параметра ґратки, здається нефi-
зичною, проте рентгеноструктурний аналiз є iнтегральним у латераль-
ному напрямку (площа поверхнi зразка, що бере участь у формуваннi
дифракцiї, може становити кiлька мм2), тому можна вважати пара-
метри структури такими, що змiнюються безперервно за глибиною.
Для збiльшення швидкостi розрахунку та частина зразка, склад якої
залишався постiйним, не розбивалася на пiдшари.
Основним параметром матерiалу, який впливає на дифракцiю, є

кристалiчна будова речовини. Оскiльки ми розглядаємо кубiчну ґра-
тку i деякий фiксований рефлекс, то єдиним параметром кристалiчної
будови матерiалу, який можемо змiнювати при моделюваннi, є вiдстань
мiж атомами. При розглядi псевдоморфного росту кристала, латераль-
нi параметри ґратки (що лежать у площинi зростання) не змiнюються
при варiюваннi складу вирощуваної плiвки. Разом з тим, при вико-
ристаннi симетричного рефлексу вони не впливають на дифракцiю.
Вiдповiдно залишається тiльки один параметр ґратки, що вiдображає
змiну складу — перпендикулярний до поверхнi. Саме його ми будемо
варiювати для подальшого моделювання структур з градiєнтом скла-
ду. Окрiм цього параметра, необхiдно врахувати поляризовнiсть, яка
також залежить вiд матерiалу, на якому вiдбувається дифракцiя. Про-
те її вплив для незаборонених рефлексiв дуже малий. У подальшому
пiд змiною складу ми будемо розумiти змiну параметра ґратки, хоча
при розрахунках описанi нижче пiдходи рiвною мiрою застосовувалися
i для поляризовностi.
Були розглянутi чотири види градiєнта на межi подiлу шарiв:

1. рiзкий (iдеальнi шари);
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2. лiнiйний;

3. квадратичний;

4. квадратично-гiперболiчний.

Нижче буде показано, яким чином моделювався закон змiни параме-
трiв матерiалу для кожного з цих випадкiв.
Модельованi КДВ порiвнюються з експериментальними, одержани-

ми вiд описаної вище 8-шарової структури.

Рiзкий градiєнт. Це найпростiший випадок (синiм на вставцi на
рис. 3.4 та 3.5), який зазвичай розглядають при моделюваннi бага-
тошарової структури. Використовуючи цю модель, можна визначити
перiод структури (сумарну товщину In0,2Ga0,8As + GaAs шарiв), i з
деякою точнiстю спiввiдношення товщин цих шарiв. Проте при ви-
користаннi цiєї моделi практично неможливо пiдiгнати iнтенсивностi
пiкiв сателiтiв на кривiй гойдання для узгодження з експериментом
(рис. 3.4).

Лiнiйний градiєнт. Досить просто задати градiєнт, що змiнює-
ться за лiнiйним законом (блакитним на вставцi на рис. 3.4). У цьому

Рис. 3.4. Експериментальна (зеленим) i модельованi КДВ для рефлексу 113 вiд
даної структури з: рiзким (синiм), лiнiйним (блакитним), квадратичним (жовтим)
i квадратично-гiперболiчним (червоним) градiєнтами на iнтерфейсi мiж шарами
(на вставцi по осi x — нормальний параметр ґратки, по y — глибина залягання
пiдшару)
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Рис. 3.5. Експериментальна (зеленим) i модельованi КДВ для рефлексу 004 вiд
даної структури з: рiзким (синiм), лiнiйним (жовтим) i квадратично-гiперболiчним
(червоним) градiєнтами на iнтерфейсi мiж шарами

випадку ми задавали глибину проникнення градiєнта (et на рис. 3.6)
в обидва шари i функцiональну залежнiсть градiєнта складу, що вiд-
повiдно зверху i знизу вiд межi подiлу шарiв виражалася формулами

a =
1
2
(a0 + a−1) +

a0 − a−1

2
x

et
,

a =
1
2
(a0 + a1) +

a0 − a1

2
t − x

et
,

де x — вiдстань вiд межi подiлу; a — параметр ґратки; a0, a−1, a1 —
вiдповiдно параметри поточного, попереднього i подальшого шарiв; t—
товщина шару; et — глибина проникнення градiєнта в шар.
Цiкавий ефект можна вiдзначити для рефлексу 004 (рис. 3.5): пер-

ший сателiт КДВ з лiнiйним градiєнтом (жовта крива) є зсунутим вiд-
носно iнших модельних кривих — подiбний ефект iнодi спостерiгається
на експериментi.
Для дослiджуваних структур подiбний вид градiєнта не дозволив

отримати задовiльного узгодження iнтенсивностей пiкiв сателiтiв (рис.
3.4 i рис. 3.5).

Квадратичний градiєнт. Бiльш фiзичною (з мiркувань вiдсутно-
стi рiзких змiн складу) видається квадратична модель градiєнта скла-
ду на межах шарiв (рис. 3.6). Його функцiональна залежнiсть за умови
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Рис. 3.6. Квадратичний градiєнт (синя крива) та рiзкий (червона крива)

рiвностi нулю похiдних в точках A i B i наявнiсть перегину в точцi C
буде такою:

a = a0 − a0 − a−1

2
(x − et)2

e2
t

, a = a0 − a0 − a1

2
(x + et − t)2e2

t ,

знову таки вище i нижче межi подiлу.
КДВ для даного виду градiєнта показана жовтим на рис. 3.4 i 3.5.

Квадратично-гiперболiчний градiєнт. У процесi вирощуван-
ня структури методом МПЕ, процес однакової взаємодифузiї мiж рi-
зними шарами є маловiрогiдним. Особливо це буде помiтно за вiдсу-
тностi пауз при вирощуваннi рiзних шарiв i рiзної адсорбцiйної зда-
тностi матерiалiв, з яких складаються цi шари. У нашому випадку
(In0,2Ga0,8As/GaAs з бiльш товстим GaAs шаром) можливий градiєнт
складу, показаний на рис. 3.7.
В областi з великим параметром ґратки (InGaAs — внаслiдок наяв-

ностi In) концентрацiя In зростає майже лiнiйно (замiсть лiнiйної вико-
ристовується описана вище квадратична iнтерполяцiя з метою усунен-
ня рiзких переходiв), а в областi з меншим параметром ґратки (GaAs)
концентрацiя In зменшується за гiперболою, що задана формулою

a = a0 + ch − (c + 1)h
x

cet
+ 1

,



3.4. Перехiдна область мiж шарами 127

Рис. 3.7. Квадратично-гiперболiчний градiєнт. Зелена крива k = 80%, синя k =
50%, червона k = 30%

де h— максимальна рiзниця параметрiв сумiжних шарiв (зазвичай h =
a0 − a1 — рис. 3.7); c — параметр кривизни гiперболи, що змiнюється
вiд 0 (велика кривизна) до 1 (майже пряма лiнiя).
Площа t(a1 − a0), пропорцiйна кiлькостi In в InGaAs шарi. Вiдпо-

вiдна площа S1 (як параметр моделi задається спiввiдношення k =
S1100%/(t(a1 − a0))) має дорiвнювати площi S2 (рис. 3.8):

S2 =

et∫
0

⎛
⎜⎝ch − (c + 1)h

x

cet
+ 1

⎞
⎟⎠ dx = (ch − c(c + 1)h ln

∣∣∣∣c + 1
c

∣∣∣∣)et.

З цiєї умови пiдбирається параметр c. Проте це рiвняння виходить
iстотно нелiнiйним вiдносно c. Звичайно, можна розв’язувати його чи-
сельно, але висока точнiсть у даному випадку не є критичною, оскiль-
ки ми i так робимо значно iстотнiшi припущення (наприклад, форма
кривої, що обмежує площу S1). Виходячи з цього, можна апроксиму-
вати функцiю f(c) = c(1− (c+1) ln |(c+1)/c|) у дiапазонi значень c вiд
0 до 1 так: f ′(c) = 0,10661/(c+0,2443)−0,46914 (рис. 3.8). Пiдставивши
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Рис. 3.8. Апроксимацiя функцiї f(c)

цю апроксимацiю у вираз для S2, легко знайти значення параметра c:

c =
0,10661

0,46914 − (1 − k)t(a1 − a0)
eth

− 0,2443.

Як видно з рис. 3.4 i 3.5, подiбна модель градiєнта складу на межах
шарiв дозволяє отримати хорошу вiдповiднiсть iнтенсивностей пiкiв
експериментальної i змодельованої кривих.

Обговорення. Якщо для перших трьох форм градiєнта за товщи-
ну шарiв обирається напiвширина, то у випадку гiперболiчного гра-
дiєнта цей параметр вимагає окремого обговорення. Дiйсно, судячи з
рис. 3.7, важко визначити, де саме вимiрюється товщина InGaAs шару.
На наш погляд, найбiльш фiзично правильним є обирати цей параметр
виходячи з кiлькостi речовини витраченої при створеннi структури.
Тобто при вирощуваннi в структуру ввели таку кiлькiсть InGaAs, яка
займає на рис. 3.7 площу рiвну: (a0 − a1)t, де t — товщина шару, що
фiгурує в усiх наших моделях. Далi градiєнт складу формується так,
щоб ця площа залишалася постiйною (як це робиться, описано вище).
Вiдзначимо, що якщо для перших трьох моделей товщини шарiв

In0,2Ga0,8As/GaAs при моделюваннi КДВ бралися рiвними 38,5/163 Å
вiдповiдно, то для останнього випадку ця товщина була 39,5/162 Å.
Тобто, розподiленi за деяким об’ємом атоми In дають менший внесок
в дифракцiю, нiж локалiзованi у вузькому шарi. Це означає, що при
визначеннi складу вирощених структур методом X-променевого стру-
ктурного аналiзу шляхом пiдгонки промодельованої кривої гойдання
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до експериментальної, використовуючи припущення про рiзкiсть пе-
рехiдної межi мiж шарами, можна зробити помилковi висновки щодо
кiлькостi вирощеного матерiалу. Таким чином неправильно буде ви-
значено будову багатошарової структури.

Висновки. З аналiзу проведених розрахункiв можна зробити на-
ступнi висновки:

• введення рiзної форми градiєнта складу на межах шарiв не впли-
ває на визначення перiоду структури, проте впливає на визначен-
ня спiввiдношення товщини шарiв In0,2Ga0,8As/GaAs;

• пiдiбравши iнтенсивностi експериментальних i модельованих са-
телiтiв, можна отримати iнформацiю про градiєнт концентрацiї
в структурi;

• для однозначного визначення форми перехiдної областi мiж ша-
рами необхiдно спiльно аналiзувати КДВ вiд симетричних i не-
симетричних рефлексiв або побудувати двовимiрну карту розпо-
дiлу iнтенсивностей;

• для деяких типiв градiєнта мiж шарами сателiтна структура
втрачає свою перiодичнiсть.

Незважаючи на позитивнi здобутки, якi можна отримати шляхом
введення рiзних перехiдних областей мiж шарами, треба вiдзначити i
недолiки запропонованого пiдходу. Справа в тому, що на рiзнiй глибинi
та мiж шарами з рiзних матерiалiв можуть iснувати перехiднi областi,
рiзнi як за формою змiни концентрацiї, так i за глибиною проникнення
в шари. Тому некоректно задавати однакову перехiдну область для
всiєї структури. При такому моделюваннi неможливо отримати повний
збiг модельної та експериментальної КДВ. Крiм того, однозначнiсть
подiбного розгляду вимагає подальшого аналiзу.
У параграфi 3.5 буде показано, як вдосконалити метод аналiзу пе-

рехiдних областей у багатошарових структурах.

3.5. Автофiтування кривих
Урахування градiєнта складу на межi шарiв дозволяє отримати хо-
рошу вiдповiднiсть мiж iнтенсивностями основних сателитiв промоде-
льованої та експериментальної кривих поблизу точного кута Брегга
пiдкладки. Однак досягти збiгу товщинних осциляцiй всiєї структури
та далеко вiд пiка пiдкладки таким чином не вдається. Пов’язано це з
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Рис. 3.9. Автофiтувана КДВ: експериментальна — синiм, модельована з рiзкими
межами — зеленим, автофiтована — червоним

тим, що всi перiоди надґратки вважаються однаковими, але насправдi
ця умова майже нiколи точно не виконується. З цiєї причини необхiдно
розраховувати параметри кожного шару окремо, що майже неможли-
во зробити вручну. Саме тому для успiшного розв’язання оберненої
задачi, якою є рентгеноструктурний аналiз, необхiдно використовува-
ти методи пiдгонки (автофiтування). У цiй роботi використано гене-
тичний алгоритм Вормiнгтона [95] (рис. 3.9).
На жаль застосований алгоритм дуже повiльний, тому пiдгонку ви-

конано за малою кiлькiстю параметрiв (товщиною, нормальним пара-
метром ґратки та фактором Дебая–Валлера кожного шару (рис. 3.10),
а оскiльки структура складалась iз GaAs пiдкладки з вiсьмома перiо-
дами InGaAs/GaAs, то сумарна кiлькiсть параметрiв становила близь-
ко 50. Для кращого збiгу фiтованої кривої з експериментальною не-
обхiдно розбити кожен шар на пiдшари, i тодi можна отримати то-
чну iнформацiю про структуру за товщиною. Проте при такому пiд-
ходi на порядки збiльшується кiлькiсть параметрiв, за якими прово-
диться пiдгонка, i вiдповiдний час, необхiдний для виконання цього
фiтування.
Зазначимо, що для автоматичного визначення параметрiв структу-

ри необхiдно виключити вплив вимiрювального приладу, тобто зроби-
ти деконволюцiю мiж експериментально вимiряною кривою та кривою,
що вiдповiдає апаратнiй функцiї дифрактометра. Однак визначення
апаратної функцiї приладу є досить складною задачею, яка потребує
окремого розгляду.
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Рис. 3.10. Автофiтування. а — розподiл параметра ґратки за глибиною: початковий
зображено зеленим, пiсля пiдгонки — червоним; б — фактор Дебая–Валлера пiсля
фiтування (до фiтування було 0,9 для всiх шарiв)

Ще одна проблема, яку потрiбно буде вирiшувати, — однозначнiсть
результатiв. Рiч у тому, що при визначеннi параметрiв структури за
одним лише скануванням не завжди можна отримати однозначну iн-
формацiю про дослiджуваний об’єкт. Для збiльшення точностi та одно-
значностi необхiдно робити пiдгонку одночасно для декiлькох рефле-
ксiв та рефлектометричних кривих [96–99]. Також необхiдно паралель-
но застосовувати азимутально-залежне сканування, тому що iнакше
можна отримати хибну iнформацiю про структуру (див. параграф 3.6).
Таким чином з аналiзу лише однiєї КДВ майже неможливо однозначно
визначити параметри структури вздовж одного напрямку, не кажучи
вже про параметри дефектiв в окремих шарах.
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3.6. Вплив анiзотропiї полiв деформацiї
в багатошарових структурах
(InGa)As/GaAs на дифракцiю
рентгенiвських променiв

Зi зменшенням характерних розмiрiв об’єктiв у сучаснiй електронiцi
все жорсткiшi вимоги ставляться до точностi вимiрювання їх параме-
трiв. У зв’язку з цим необхiдно переглядати деякi загальноприйнятi
методики вимiрювання на предмет їх точностi. Одним з чинникiв, який
може призвести до помилкових висновкiв про структуру, є анiзотропiя
деформацiй. Якщо з якихось причин кристалу енергетично вигiдно де-
формувати свою ґратку так, щоб напруження в рiзних напрямах були
рiзними, то для правильного визначення структури необхiдно прово-
дити вимiрювання в рiзних напрямках [100].
Вплив розорiєнтацiї пiдкладки на кривi дифракцiйного вiдбиття

розглянуто в пiдручниках з рентгеноструктурного аналiзу [8], проте
при вирощуваннi багатошарової структури на такiй пiдкладцi зазви-
чай виникають додатковi розорiєнтацiї в окремих шарах [45]. Для мiнi-
мiзацiї деформацiйної енергiї у шарах, що складаються з матерiалiв з
рiзними параметрами ґратки, їх кристалiчна ґратки може анiзотропно
спотворюватися [101].
У зв’язку iз подiбними деформацiями структури для коректного

визначення її параметрiв необхiдно проводити азимутальне скануван-
ня зразка. Окрiм того, подiбне сканування дає додаткову iнформацiю
про структуру, а саме, параметри анiзотропних деформацiй.
Асиметричне спотворення ґратки призводить до зсуву бреггiвсько-

го пiку в залежностi вiд азимутальної орiєнтацiї зразка. Це може
призводити до помилок при iнтерпретацiї кривих, оскiльки вони мо-
жуть бути iнтерпретованi як композицiйнi коливання або нахили пло-
щин у релаксацiйних механiзмах. Тому коректне визначення параме-
трiв розорiєнтованих псевдоморфних зразкiв має базуватися на припу-
щеннi про асиметричнi спотворення деформованих елементарних ко-
мiрок.
Ще одним джерелом iнформацiї про дослiджуванi зразки є амплiту-

ди пiкiв сателiтiв на КДВ [88]. Метод, детально описаний у параграфi
3.4, був застосований i для iнтерпретацiї цих експериментiв.
Пропонується модель, яка дозволяє розрахувати дифракцiйний

профiль псевдоморфних багатошарових структур, вирощених на до-
вiльно орiєнтованiй пiдкладцi. Зосередимо також увагу на деяких гео-
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метричних аспектах, пов’язаних з вивченням дифракцiї рентгенiвсько-
го випромiнювання на розорiєнтованих пiдкладках.

Експериментальна методика. Дослiджуванi зразки були виро-
щенi на GaAs пiдкладцi з орiєнтацiєю 001 за допомогою МПЕ i скла-
далися з 17 перiодiв In0,3Ga0,7As/GaAs шарiв з товщиною 33/189 Å
вiдповiдно. Додаткову iнформацiю про цi шари можна знайти у [94].
Рентгенiвськi КДВ вимiрювались e дiапазонi 3◦ поблизу точного

кута Вульфа–Брегга для рефлексу 004 у ω/2θ режимi на двокристаль-
ному спектрометрi (GaAs (001) монохроматор Cu Kα випромiнюва-
ння). КДВ вимiрювалися для азимутальних кутiв 0◦, 45◦, 90◦, 135◦,
180◦, 225◦, 270◦, 315◦ за вiдношенням до напрямку [110]. Усю iнфор-
мацiю про структури одержано порiвнянням експериментальних i мо-
дельованих КДВ.

Азимутально-залежне моделювання КДВ. Для моделю-
вання КДВ використовувався плоскохвильовий рекурентний метод
(п. 2.4.4), цiлком адекватний для планарних структур, а також розв’я-
зок рiвнянь Такаґi (п. 2.4.2). Обидва методи дали iдентичнi результа-
ти. Для пiдвищення точностi хвильовi вектори знаходилися чисельно
(п. 2.3.2). Змiна азимутального кута моделювалася за допомогою змiни
кутiв розорiєнтацiї InGaAs шарiв i всiєї структури в цiлому за гармо-
нiйним законом.
Окрiм описаних вище пiдходiв, результати перевiрено за допомогою

чистого тривимiрного моделювання, описаного у п. 2.4.11. Результати
моделювання повнiстю збiглися з описаними вище двовимiрними пiд-
ходами.
На рис. 3.11 показано двi пари експериментальних i змодельованих

КДВ для азимутальних кутiв 90◦ i 270◦. Вiдстань мiж пiками сате-
лiтiв рiзна для рiзних азимутальних кутiв. Це зумовлено наявнiстю
розорiєнтацiї пiдкладки, яка в нашому випадку становила близько 40
кутових хвилин. Вiдзначимо, що ця розорiєнтацiя зберiгається i у всiх
вирощених шарах.
Проте можна бачити, що нульовий пiк теж зсунутий, i для поясне-

ння цього факту зроблено припущення, що вектор дифракцiї деяких
шарiв нахилений щодо вектора дифракцiї пiдкладки. Оскiльки InGaAs
має бiльшу сталу ґратки, нiж GaAs, то цiлком закономiрно, що за на-
явностi анiзотропiї в структурi, що викликана розорiєнтацiєю вектора
дифракцiї пiдкладки щодо поверхнi, можуть виникнути деформацiї,
направленi на збiльшення латерального параметра ґратки для InGaAs
шарiв (рис. 3.12).
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Рис. 3.11. Експериментальнi (червоним та синiм) i модельованi (зеленим i салато-
вим) КДВ для азимутальних кутiв 90◦ (2 верхнi кривi) i 270◦ (2 нижнi кривi)

Рис. 3.12. Модель деформацiї кристалiчної ґратки In0,3Ga0,7As/GaAs зразка з ро-
зорiєнтацiєю. Чорним зображено атоми GaAs, червоним — атоми InGaAs: а — вся
багатошарова структура; б — елементарна комiрка. Тут α — кут розорiєнтацiї пiд-
кладки; a — параметр ґратки GaAs; bn i bt — нормальнi i тангенцiальнi параметри
ґратки напруженого InGaAs; Δψ i Δφ — нормальнi i тангенцiальнi кути розорiєн-
тацiї атомних площин InGaAs
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На рис. 3.12, а зображено модель спотвореної описаним вище чи-
ном кристалiчної ґратки, а на рис. 3.12, б — спотворену елементарну
комiрку InGaAs i неспотворену комiрку GaAs. Оскiльки параметр ґра-
тки для InGaAs bt бiльший, нiж a для GaAs, подiбна деформацiя стає
енергетично вигiдною [101]. Окремо зазначимо, що подiбна деформацiя
не супроводжується утворенням дислокацiй, отже, збiльшення енергiї
внаслiдок їх появи не вiдбувається.
Для доказу цiєї моделi деформацiї було проведено порiвняння моде-

льованих КДВ з експериментальними. Дуже хороший збiг положення
пiкiв сателiтiв спостерiгався для всього дiапазону азимутальних кутiв,
що пiдтверджує описану модель.
З аналiзу КДВ для вiдбиття 004 було визначено, що кут розорi-

єнтацiї всiєї структури α = 40 кутових хвилин, а локальний кут ро-
зорiєнтацiї InGaAs шарiв Δφ = 145 кутових секунд в напрямi [011].
Що ж стосується вимiрювання кута Δψ — це дещо складнiше завдан-
ня, оскiльки на дифракцiю вiд площин типу 001 вiн не впливає. Для
вимiрювання кута Δψ необхiдний аналiз КДВ для несиметричних ре-
флексiв. На жаль, експериментальнi кривi для 224 i 113 рефлексiв були
недостатньо якiсними, проте з цих вимiрювань можна стверджувати,
що кут Δψ ≈ 1◦.

Перехiдна область мiж шарами. Додаткову iнформацiю про
дослiджувану структуру можна одержати, порiвнюючи iнтенсивностi
змодельованих i експериментальних КДВ. З цього порiвняння можна
з’ясувати вигляд i параметри перехiдної областi мiж шарами з рiзного
матерiалу.
Методику моделювання перехiдної областi мiж шарами детально

описано в параграфi 3.4, а тут просто використано для демонстрацiї її
можливостей (рис. 3.13).
Спроби моделювати КДВ при лiнiйному або квадратичному градi-

єнтi концентрацiї In та при однаковiй глибинi проникнення градiєнта в
обидва шари, що контактують, не дало задовiльного результату. Тому
була вибрана модель змiни параметрiв представлена на вставцi в рис.
3.13. У цiй моделi вважається, що концентрацiя In, який абсорбуються
на поверхнi гiрше, нiж Ga, збiльшується поступово в InGaAs шарi, а
надлишок In опиняється в GaAs шарi, де його концентрацiя падає за
гiперболiчним законом.
Як видно з рис. 3.13 таким чином досягається хороша вiдповiднiсть

iнтенсивностей основних пiкiв, проте мiж ними iнтенсивнiсть експери-
ментальної кривої значно вище нiж у модельованої. Це пояснюється
дисперсiєю товщини шарiв в рiзних перiодах структури [102].
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Рис. 3.13. Експериментальна (чорним) КДВ для рефлексу 400, КДВ для моделi з
рiзким градiєнтом (сiрим, штрихами) i КДВ з гiперболiчним градiєнтом на iнтер-
фейсi мiж шарами (чорним, штрихом). На вставцi параметри ґраток в ангстремах
по осi x i глибина пiдшару в мкм по осi y: чорним зображено гiперболiчний, сiрим —
рiзкий градiєнт

Висновки. З аналiзу приведених результатiв можна зробити такi
висновки:

• неврахування анiзотропного характеру деформацiї при визначен-
нi параметрiв дослiджуваних структур призводить до помилко-
вих висновкiв щодо структури дослiджуваних зразкiв i навiть
фiзики їх вирощування;

• азимутальнi залежностi КДВ дозволяють визначити параметри
анiзотропної деформацiї кристалiчної ґратки, яка спостерiгає-
ться навiть для дуже малих кутiв розорiєнтацiї структури (мен-
ше нiж 1◦);

• аналiзуючи в комплексi КДВ, для симетричних i асиметричних
рефлексiв можна визначити всi параметри спотвореної комiрки
кристалiчної ґратки;

• пiдгонкою iнтенсивностей пiкiв на що модельованiй КДВ пiд екс-
периментальнi можна визначити параметри iнтерфейсу мiж рi-
зними шарами.
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3.7. Азимутальнi залежностi дифракцiї
як новий метод аналiзу

Аналiз структур за допомогою рентгенiвських променiв зазвичай про-
водять таким чином: змiнюють кут падiння випромiнювання на зразок
або кут, пiд яким дифраговане випромiнювання реєструється, i вимi-
рюють iнтенсивнiсть дифрагованого пучка. Одним ыз варiантiв змiни
геометрiї падiння променя на зразок є обертання зразка навколо нор-
малi до його поверхнi — так зване азимутальне сканування. Такий тип
вимiрювання дозволяє легко знаходити анiзотропнi деформацiї стру-
ктури (наприклад, розорiєнтацiю атомних площин вiдносно поверх-
нi) [103]. Крiм того, для асиметричних рефлексiв цей метод дає змогу
отримати iнформацiю про зразок навiть при малiй кутовiй роздiльнiй
здатностi дифрактометра за кутами обертання зразка (рис. 3.14).

Рис. 3.14. Азимутальне сканування InGaAs/GaAs надґратки поблизу рефлексу 113

Окрiм простих азимутальних сканiв можна використовувати ком-
бiнацiю таких сканiв зi звичайним ω/2θ-скануванням (рис. 3.15).
На рис. 3.16 зображено теоретично розраховану та експерименталь-

но вимiряну азимутальнi карти (див. рис. 1.43, б ).
Здавалося б, для чого потрiбнi такi ускладнення? Пiд час аналiзу

вимiряних результатiв може виникнути неоднозначнiсть iнтерпретацiї
отриманих КДВ, пов’язана з азимутальною анiзотропiєю властивостей
вимiрюваного зразка. На рис. 3.17 зображено двi КДВ вiд 8-шарової
In0,2Ga0,8As/GaAs (8 нм/40 нм) надґратки: одна крива для нормаль-
ної, а iнша — для структури, в якiй InGaAs шари мають розорiєн-
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Рис. 3.15. Азимутальнi карти вiд InGaAs/GaAs надґратки поблизу рефлексу 113

Рис. 3.16. Азимутальнi карти рефлексу 113 вiд 8-шарової InGaAs/GaAs
(8 нм/40 нм) надґратки: а — теоретично розрахований, б — експериментальний

тацiю. Як бачимо, цi кривi майже однаковi. Однак на азимутальнiй
картi вiдразу можна побачити рiзницю i навiть вимiряти розорiєнта-
цiю (рис. 3.18).
Ще одне використання азимутальних карт — для аналiзу багато-

хвильової дифракцiї. На рис. 3.19 зображено випадок 6-хвильової ди-
фракцiї вiд GaAs кристала. Основний (квазiзаборонений) рефлекс 002
i ще чотири: 204 404 402̄ 202̄.
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Рис. 3.17. КДВ рефлексу 004 вiд 8-шарової InGaAs/GaAs (8 нм/40 нм) надґратки.
Зеленим зображено з розорiєнтацiєю InGaAs шарiв, червоним — без розорiєнтацiї

Рис. 3.18. Азимутальнi карти рефлексу 004 вiд 8-шарвої InGaAs/GaAs (8 нм/40 нм)
надґратки: а — з розорiєнтацiєю, б — без розорiєнтацiї

Рис. 3.19. Азимутальнi карти рефлексiв 000 002 204 404 402̄ 202̄ вiд GaAs кристала
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Зрозумiло, що подiбнi вимiрювання багатохвильової дифракцiї мо-
жна проводити i для багатошарових структур для бiльш точного ви-
значення їх параметрiв. На конференцiї XTOP 2006 було представлено
експериментальну роботу, в якiй дослiджувались саме багатохвильо-
вi ефекти в шаруватих структурах. Цi ефекти було легко пояснено i
промодельовано за допомогою розроблених методiв [103].

3.8. Розрахунок карт
оберненого простору

Для однозначного визначення параметрiв внутрiшньої структури кри-
сталiчних структур методами X-променевого аналiзу простих кривих
дифракцiйного вiдбиття буває недостатньо. Тому виникає необхiднiсть
у бiльш iнформативних методах вимiрювання, так званих двовимiрних
картах розподiлу iнтенсивностi. Найбiльш поширений вид таких карт
є сумiщенi ω/2θ- i ω-сканування — так званi карти оберненого про-
стору (рис. 1.41). Аналiз одержаних картин дуже часто проводитися
просто емпiричним методом за аналогiєю з вже вiдомими з лiтератури
результатами.
Для бiльш якiсного аналiзу необхiдне моделювання подiбних карт

розподiлу iнтенсивностей. Проте iснуючi на сьогоднi методи заснованi
або на кiнематичнiй теорiї, або на рiвняннях Такагi, тобто методах з
недостатньою точнiстю. Плоскохвильова динамiчна теорiя є бiльш то-
чною i широко застосовною, але має iстотне обмеження — вiдсутнiсть
iнформацiї про напрямок дифрагованого променя.
У цьому параграфi найбiльш точний на сьогоднi алгоритм розра-

хунку дифракцiї вiд шаруватих структур, описаний у п. 2.4.11, засто-
совано для побудови карт оберненого простору.

3.8.1. Карти для надґраток,
що складаються з шарiв двох типiв

Метод, описаний у п. 2.4.11, розраховує всi хвилi, що виходять з кри-
стала, без урахування їх напрямку. Тому для моделювання реального
експерименту з кiнцевим детектором необхiдний додатковий розраху-
нок напрямку дифрагованих променiв.
На рис. 3.20 зображено схему, яка пояснює дифракцiю променiв у

багатошаровiй структурi, що складається з двох рiзних матерiалiв.
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Рис. 3.20. Хiд променiв на поверхнi структури, що складається з шарiв з двох
рiзних матерiалiв

Вектори K0 i Kh — вiдповiдно падаючий i дифрагований променi;
O i O′ — точки початку падаючого променя (центри кiл з радiусами
K) для суцiльних i штрихових лiнiй; hS i hL — вектори оберненої ґра-
тки пiдкладки i шару в повiтрi; вздовж прямої LM спостерiгається
сателiтна структура дифракцiї. Якщо шари абсолютно напруженi, то
пряма LM паралельна нормалi n, якщо абсолютно релаксованi — па-
ралельна вектору hS (тодi вектори hS i hL колiнеарнi). На рис. 3.20
зображений випадок частково релаксованих шарiв.
Нехай координати кiнцiв векторiв hS (hxs, hys, h

′
zs) i hL (hxl, hyl, h

′
zl)

(h′
zs i h′

zl — перерахованi для повiтря), початку i кiнця вектора Kh

(Kx,Ky,Kz) i (xh, yh, zh), тодi кiнець вектора Kh можна знайти з умо-
ви його знаходження на сферi з центром у точцi O i радiусом K:

(xh − Kx)2 + (yh − Ky)2 + (zh − Kz)2 = 1 (3.1)

i водночас на прямiй LM :

xh − hxs

hxl − hxs
=

yh − hys

hyl − hys
=

zh − h′
zs

h′
zl − h′

zs

. (3.2)
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Розв’язками цiєї системи будуть два коренi, з яких вибирається ближ-
чий до кiнця дифрагованого вiд пiдкладки вектора. Таким чином, мо-
жна знайти напрямок вектора Kh вiд структури для даного кута па-
дiння.
Оскiльки ω-скан для плоскохвильової динамiчної теорiї є дельта-

функцiєю (монохроматична хвиля i нiякої кутової розбiжностi), не-
обхiдно ввести деяку апаратну функцiю детектора — наприклад
гамма-функцiю, функцiю Лоренца або просто прямокутну щiлину.
Для побудови карти оберненого простору проводиться аналiз: чи по-
трапляє кут мiж проекцiєю дифрагованого променя в площину ди-
фракцiї i положенням детектора (однозначно визначається з умо-
ви зв’язаного ω/2θ-сканування) в апаратну функцiю. Якщо потра-
пляє, то виводиться розрахована для даного кута падiння iнтен-
сивнiсть (для щiлинного детектора, для бiльш складного цю iнтен-
сивнiсть ще треба помножити на вiдповiдну функцiю), якщо нi, то
нуль. На рис. 3.21, б зображено експериментальну карту для ре-
флексу 113 8-шарової надґратки InGaAs/GaAs. На рис. 3.21, а —
змодельовану описаним вище методом повнiстю напружену таку ж
структуру.

Рис. 3.21. Карта рефлексу 113 вiд 8-перiодної надґратки In0,2Ga0,8As/GaAs
(40/113 Å) на GaAs пiдкладцi: а — модель, б — експеримент

Висновки. Запропонований метод дозволяє розраховувати карти
оберненого простору вiд багатошарових структур з довiльною рела-
ксацiєю i локальною розорiєнтацiєю в шарах.
Розрахувати карту оберненого простору запропонованим методом

можна i на базi будь-якого iншого плоскохвильового пiдходу — тре-
ба лише спроектувати на площину дифракцiї всi вектори в системi,
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проте правомiрнiсть такого пiдходу необхiдно аналiзувати у кожному
випадку окремо. Використання описаного вище тривимiрного алгори-
тму моделювання дифракцiї позбавляє вiд зайвих операцiй i гарантує
правильнiсть розрахунку для планарних структур.

3.8.2. Карти для довiльних надґраток

Iснує iнший метод побудови карт на базi описаного вище алгоритму
розрахунку багатопроменевої дифракцiї: оскiльки в розрахунках iн-
формацiя про поляризацiю падаючого променя задається тiльки на
останнiй стадiї (2.120), можна розрахувати амплiтуди дифрагованих
променiв σ- i π-поляризацiї, побудувавши двi площини, перпендику-
лярнi цим амплiтудам. Лiнiя їх перетину буде напрямком вектора Kh

(рис. 3.22). Хоча цей метод бiльш унiверсальний i вже випробуваний,
проте вiн ще потребує додаткового аналiзу.
За такої побудови карт оберненого простору також виникає про-

блема з моделюванням ω-сканування. Бiльш правильний метод, нiж
описаний у попередньому пунктi, — врахування кутової розбiжностi
падаючого променя. Для цього розраховується дифракцiя вiд декiль-
кох напрямкiв падаючої хвилi, i з урахуванням напрямку кожної ди-
фрагованої хвилi та просторової функцiї детектора, дифрагованi хвилi
пiдсумовуються. Однак такий метод є дуже повiльним.

Рис. 3.22. Хiд променiв та площини. Жовтим зображено площину, перпендику-
лярну вектору Eσ , фiолетовим — перпендикулярну Eπ; бiлим — площину зразка.
Червоним зображено падаючий промiнь, зеленим — дифрагований



144 Роздiл 3. Застосування методiв динамiчної дифракцiї

Оскiльки алгоритм розрахунку взаємодiї X-променiв зi структу-
рою є багатопроменевим, описаним вище методом можна змоделю-
вати карту оберненого простору в разi одночасної дифракцiї кiлькох
променiв.
Урахування впливу неiдеальностей у площинi структури в цiй мо-

делi поки що не можливе.



Роздiл 4

ДОСЛIДЖЕННЯ НАПРУЖЕНЬ
I КОМПОЗИЦIЙНОГО СКЛАДУ
В ПСЕВДОМОРФНИХ
I РЕЛАКСОВАНИХ СТРУКТУРАХ

4.1. Вступ
Багато науковцiв для дослiдження структурної якостi та стабiльностi
гетеросистем використовують рентгенодифракцiйнi методи [8,39,104–
106]. У цьому роздiлi ми обговоримо деякi можливостi аналiзу дефор-
мацiйного стану та композицiї в простих (одношарових) епiтаксiйних
структурах i надґратках дифракцiйними методами. Основне питання,
на яке ми намагатимеся вiдповiсти: якi рентгенодифракцiйнi методи
можуть бути використанi для отримання iнформацiї про розподiл на-
пружень i взаємодифузiю?

4.2. Використання двокристальних
кривих вiдбиття

Двокристальна дифрактометрiя є основним методом структурного до-
слiдження гетеросистем. При цьому дифракцiйнi кривi вiдбиття вимi-
рюються в iнтегральному режимi з широко вiдкритим вiкном дете-
ктора, при якому майже вся дифрагована iнтенсивнiсть фiксується
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детектором. В оберненому просторi область спостереження є смугою,
перпендикулярною до хвильового вектора дифрагованої хвилi kh. Ви-
користання двокристальної дифрактометрiї виправдане перш за все
для псевдоморфних нерелаксованих структур з когерентними гетеро-
границями. Для них iнтенсивнiсть у площинi розсiяння розподiлена
вздовж нормалi до поверхнi кристала, i смуга спостереження пере-
тинає її лише в невеликiй областi, обумовленiй кiнцевою шириною
вiдбиття монохроматора, тому кутова роздiльна здатнiсть на двокри-
стальних кривих нiчим не вiдрiзняється вiд роздiльної здатностi вiдпо-
вiдного трикристального сканування (див. далi). У багатьох випадках
параметри епiтаксiйних структур визначаються безпосередньо з дво-
кристальних кривих вiдбиття, вимiряних у симетричнiй бреггiвськiй
геометрiї. Якщо крива вiдбиття мiстить дифракцiйнi пiки, що чiтко
фiксуються, вiд окремих шарiв, то їх кутове положення визначається
середньою мiжплощинною вiдстанню di. З кутової вiдстанi Δθ мiж
пiками шару i пiдкладки визначається вiдносна рiзниця в мiжплощин-
них вiдстанях i-го шару i пiдкладки:

Δa

a
=

di − d0

d0
= − Δθ

tg θ
, (4.1)

di i d0 — вiдстанi мiж кристалографiчними площинами, паралельними
поверхнi. Для структур кубiчної сингонiї (Δd/d)⊥ пов’язане з вiдно-
сною рiзницею параметрiв ґратки Δa/a спiввiдношенням(

Δd

d

)
⊥

=
Δa

a
(1 + p). (4.2)

Тут p — деформацiйний множник, що виражається через пружнi сталi
(для орiєнтацiї нормалi до поверхнi 〈001〉 p = 2c12/c11). Для епiтаксiй-
них структур гексагональної сингонiї, вирощених на поверхнi (0001):

Δd

d
=

Δc

c
+ p

Δa

a
, (4.3)

де p = 2c13/c33 (c i a — параметри гексагональної елементарної комiр-
ки). Оскiльки матерiал (склад) пiдкладки, як правило, вiдомий точно,
то з одержаної рiзницi параметрiв ґратки визначається склад шару.
При використаннi виразiв (4.2), (4.3) важливо впевнитися, що епiта-
ксiйнi шари мають когерентнi межi, тобто система не релаксована.
Релаксацiя пружних деформацiй (в основному напружень невiдповiд-
ностi i термiчних напружень) може вiдбуватися за допомогою рiзних
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механiзмiв [107], основним з яких є виникнення сiтки дислокацiй невiд-
повiдностi. При цьому разом з нормальною (Δd/d)⊥ з’являється тан-
генцiйна невiдповiднiсть (Δd/d)||. (Для нерелаксованих систем вiддаль
мiж площинами, перпендикулярних до гетерограниць, однакова для
всiх шарiв та пiдкладки.) На кривих дифракцiйного вiдбиття релакса-
цiя виявляється в кутовому зсувi дифракцiйних пiкiв i їх розширеннi
порiвняно з пружнодеформованою системою. Проте з кутового поло-
ження пiкiв симетричних бреггiвських вiдбиттiв не можна зробити ви-
значити, чи знаходиться шар у пружнонапруженому або релаксовано-
му станi, якщо його склад наперед невiдомий. Розширення пiкiв теж не
завжди можна помiтити, особливо якщо власна кутова напiвширина
пiка, що визначається товщиною шару, значно бiльше дарвiнiвської на-
пiвширини [2]. Таким чином, симетрична бреггiвська геометрiя в бiль-
шостi випадкiв не дозволяє зафiксувати релаксацiю пружних напру-
жень в епiтаксiйнiй системi i визначити її ступiнь. Для визначення ре-
лаксацiї методом двокристальної дифрактометрiї використовують аси-
метричнi бреггiвськi рефлекси. Їх застосування базується на тому, що
дисторсiя елементарної комiрки ґратки епiтаксiйного шару внаслiдок
напружень невiдповiдностi (для кубiчної сингонiї перетворення кубi-
чної комiрки в тетрагональну, так звана тетрагональна дисторсiя) при-
зводить до розвороту нахилених до поверхнi кристалографiчних пло-
щин на когерентних гетерограницях. Вимiрювання кривих вiдбиття в
двох геометрiях — з ковзним кутом падiння (|γh| > γ0) i ковзним кутом
вiдбиття (|γh| < γ0) — дозволяє визначити як рiзницю Δθ бреггiвських
кутiв, так i кут розвороту вiдповiдних площин δϕ. У першому випадку
цi величини складаються за абсолютною величиною (пiки розташованi
далi один вiд одного), у другому — вiднiмаються (пiки ближче один
до одного). Значення Δθ i δϕ визначаються вiдповiдно, як пiвсума i
пiврiзниця кутових вiдстаней мiж пiками на цих кривих. Релаксацiя
веде до зменшення кута розвороту при повному зняттi пружних на-
пружень δϕ = 0. З цих величин визначаються як нормальна (Δd/d)⊥,
так i латеральна (Δd/d)|| невiдповiдностi мiжплощинних вiдстаней:

Δϕ = −
[(

Δd

d

)
⊥
−

(
Δd

d

)
||

]
sin ϕ cos ϕ, (4.4)

Δθ = −
[(

Δd

d

)
⊥
−

(
Δd

d

)
||

sin2 2θ

]
tg θ, (4.5)

де ϕ — кут мiж вiдбиваючими площинами i поверхнею, ϕ < 0 при
ковзному падiннi i ϕ > 0 при ковзному вiдбиттi.
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4.3. Використання трикристальної
дифрактометрiї

Загальновизнаною технiкою для вимiрювання розподiлу напружень в
епiтаксiйних структурах є високороздiльна X-променева дифрактоме-
трiя [17, 108]. Цей експериментальний метод дозволяє будувати карти
оберненого простору (КОП), якi зображають розподiл розсiяної зраз-
ком iнтенсивностi як функцiю координат в оберненому просторi. Роз-
подiл iнтенсивностi, дифрагованої шаром (пiдкладкою) позначатиме-
мо в подальшому як вузол оберненої ґратки (ВОҐ) шару (пiдкладки).
ВОҐ мiстить корисну iнформацiю особливо для недосконалих гетеро-
структур. Ця iнформацiя може бути отримана завдяки тому факту, що
рiзнi структурнi недосконалостi впливають на ВОҐ досконалого епi-
таксiйного шару рiзними шляхами. Двовимiрне зображення розподiлу
iнтенсивностi в площинi розсiяння для епiтаксiйних структур розгля-
дається звичайно в ортогональних осях qz i qx, паралельних вiдповiдно
нормалi до поверхнi гетероструктури i самiй поверхнi.

qz = k(sin αi + sin αf ), (4.6)
qx = k(cos αf − cos αi), (4.7)

де αi, αf — вiдповiдно кути падiння на поверхню кристала i вiдбиття.
Початком системи координат вибирається зазвичай найближчий вузол
оберненої ґратки пiдкладки. Використовується й iнша система осей
(qh i q⊥), паралельно i перпендикулярно до вектора оберненої ґратки
вiдповiдного вiдбиття. Реєстрована iнтенсивнiсть стає функцiєю двох
кутових параметрiв — кута падiння α i кута вiдбиття 2θ. У цьому
випадку координати qh i q⊥ пов’язанi з кутами α i θ (θ — кут Брегга)
спiввiдношеннями

qh = k2θ cos θ (4.8)

i
q⊥ = k(2α − 2θ) sin θ. (4.9)

Розподiл в оберненому просторi вiдбувається за допомогою вимiрю-
вання так званих мод сканування (трикристальних кривих). При
ω/2θ-скануваннi ми маємо перерiз площини розсiяння (i отже, роз-
подiл iнтенсивностi у напрямку дифракцiйного вектора Q), при ω-
скануваннi — перпендикулярно до Q, для 2θ-моди — вздовж сфери
Евальда перпендикулярно до хвильового вектора kh вiдбитої хвилi.
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При дослiдженнi епiтаксiйних структур трикристальна дифрактоме-
трiя використовується: 1) для видiлення i дослiдження дифузного роз-
сiяння; 2) визначення ступеня релаксацiї; 3) для вивчення дефектної
структури (дислокацiйної) релаксованих шарiв. Дифузне розсiяння в
гетероструктурах обумовлене, в основному, шорсткiстю iнтерфейсiв.
Його iнтенсивнiсть на двокристальних кривих вiдбиття може помi-
тно ускладнити процедуру пiдгонки експериментальних i розрахунко-
вих залежностей, тому використання кривих ω/2θ-моди сканування,
де внесок дифузного розсiяння мiнiмальний, дозволяє надiйнiше ви-
значати параметри епiтаксiйних структур. Основним iз застосувань
трикристальної геометрiї є визначення релаксацiї епiтаксiйних стру-
ктур. Воно засноване на тому, що iнтенсивнiсть когерентного розсiяння
вiд нерелаксованих повнiстю напружених епiтаксiйних гетероструктур
розподiлена в напрямку, паралельному нормалi до поверхнi. У цьому
напрямку розташованi додатковi вузли — центри вiдбиття вiд окремих
шарiв, товщиннi осциляцiї, а також сателiти для надґратки. Релакса-
цiя фiксується на картах розподiлу iнтенсивностi навколо вузлiв обер-
неної ґратки, що вiдповiдають асиметричним бреггiвським вiдбиттям,
для яких вектор дифракцiї становить кут ϕ з нормаллю n. Для повнi-
стю релаксованої структури вузли — центри вiдбиття окремих шарiв —
повиннi лежати вздовж вектора дифракцiї. При частковiй релаксацiї
вони займають деяке промiжне положення. Таким чином, якщо цен-
три на розподiлi iнтенсивностi, що вiдповiдають двом сусiднiм шарам
або шару i пiдкладцi, розташованi на нормалi, то мiж ними не вiд-
булося релаксацiї i гетерограниця когерентна, якщо нi, то це вказує
на релаксацiю. Релаксацiя буде повною, якщо вузли лежать на напря-
мi вектора оберненої ґратки H. Приклад дифракцiї для релаксованої
структури наведено на рис. 4.1. Тут зображено розподiл iнтенсивно-
стi дифракцiї навколо вузла оберненої ґратки 113 епiтаксiйної системи
SixGe1−x(001)Si. Видно, що центр вiдбиття вiд шару SiGe розташова-
ний у промiжному положеннi мiж напрямом H = 〈113〉) i нормаллю
n = 〈001〉щодо вузла Si, з чого виходить, що вiн релаксований не повнi-
стю i знаходиться в станi розтягання. Ступiнь релаксацiї мiж сусiднiми
шарами визначається з рiзницi координат qh i q⊥ їх центрiв вiдбиття.
За (4.8), (4.9) з цих величин знаходяться рiзницi вiдповiдних кутiв Δα
i Δ2θ, з яких iз використанням (4.4) i (4.5) обчислюються значення
нормальної (Δd/d)⊥ i латеральної (Δd/d)|| невiдповiдностей мiжпло-
щинних вiдстаней двох сусiднiх шарiв. Рiвнiсть нулю латеральної не-
вiдповiдностi однозначно вказує на вiдсутнiсть релаксацiї мiж двома
шарами i когерентнiсть гетерограницi мiж ними. Проте рiвнiсть (Δd/d)
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Рис. 4.1. Розподiл iнтенсивностi навколо вузла оберненої ґратки (113) асиметри-
чного бреггiвського вiдбиття для епiтаксiйної структури SixGe1−x(001)Si. CuKα-
випромiнювання

i (Δd/d)|| зовсiм не означає вiдсутностi напружень у двох сусiднiх ша-
рах, оскiльки не виключає їх загальної релаксацiї як цiлого щодо ниж-
чих шарiв або пiдкладки. Що стосується (повної) релаксацiї шару, то
вона повинна вiдноситися до параметрiв ґратки шару у вiльному ста-
нi i визначатися щодо пiдкладки (центри вiдбиття шару i пiдкладки
лежать на напрямi (Δd/d) =(Δd/d)||, де Δd вiдраховується щодо пiд-
кладки). Вiдзначимо, що данi мiркування вiдносяться до структур з
кубiчною сингонiєю з орiєнтацiєю високої симетрiї або гексагональної,
для якої для всiх шарiв зберiгається спiввiдношення щiльної упаковки
c/a = 1,633. Результат релаксацiї напружень на КОП гетероструктур
може бути симульований за лiнiєю релаксацiї. Зупинимося на цьому
моментi бiльш детально. Напрямок лiнiї релаксацiї задається кутом α,
який можна розрахувати аналiтично. Цей кут залежить вiд орiєнта-
цiї поверхнi i пружних властивостей шару, приймаючи до уваги умови
Брегга. Знаючи напрям лiнiї релаксацiї, можна визначити обидва па-
раметри: напруження (параметр релаксацiї) i параметр ґратки нена-
пруженої епiтаксiйної структури з КОП, використовуючи асиметричнi
бреггiвськi рефлекси. На рис. 4.2 показанi вузли оберненої ґратки для
повнiстю релаксованого германiю на пiдкладцi кремнiю. Падаючий та
дифрагований променi лежать у площинi дифракцiї, яка визначається
кристалографiчними напрямками [001] i [110]. Два малих пiвкола (Ла-
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Рис. 4.2. Схематичне зображення точок оберненого простору для повнiстю рела-
ксованої структури

уе зони радiусом 1/λ, де λ — довжина хвилi) та велике з радiусом 2/λ
вказують межi можливих дифракцiйних вимiрювань у геометрiї Брег-
га. Побудова сфери Евальда дана для 115 рефлексу при високому зна-
ченнi кута падiння на кристал. Бреггiвськi умови будуть виконуватись
коли дифракцiйний вектор Q буде рiвний вектору оберненої ґратки.
Дифрактометричний кут ω — кут мiж напрямком падаючого променя
kinc i поверхнею зразка, а кут 2θ — мiж падаючим i дифрагованим
kdif променями. Тут же позначенi три можливi режими сканування i
їх напрямки в оберненому просторi. Для спрощення вважатимемо, що
монохроматичний промiнь не має горизонтальної i вертикальної розбi-
жностей i набiр iнтенсивностi вiдбувається лише в областi оберненого
простору дельта-подiбної форми, де хвильовий вектор дифрагованого
променя перетинає сферу Евальда. Таким чином, в iдеальному випад-
ку дифрактометр здiйснює набiр iнтенсивностi при поперечному пере-
тинi оберненого простору вздовж круга з центром у точцi (000), якщо
обертається лише зразок (ω-сканування). Якщо перемiщається лише
детектор при фiксованому положеннi зразка, то сканування та набiр
iнтенсивностi вiдбуваються вздовж сфери Евальда (2θ — сканування),
i, нарештi, якщо детектор перемiщується з швидкiстю вдвiчi бiльшою,
нiж зразок, при їх одночасному перемiщеннi, то напрямок сканування
є радiальним вiдносно точки (000), тобто направлений вздовж дифра-
кцiйного вектора (ω/2θ — сканування). Найчастiше картографування
оберненого простору використовує перший i третiй варiанти скануван-
ня. Детальнiше механiзм вимiрювання карт оберненого простору опи-
сано в першому роздiлi книги.
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Для аналiзу деформацiйного стану оберемо областi навколо ву-
злiв (004) та (224), якi позначенi видiленими областями на рис. 4.2.
Пiдкладку вважаємо ненапруженою, i тому з вiдносного положення
максимумiв пiдкладки i шару на цих двох вимiряних КОП можемо
отримати значення параметрiв ґратки в напрямку росту i паралель-
но поверхнi без використання пружних сталих. Довжина проекцiї на
площину кристала точки оберненої ґратки шару в напрямку [110] є
обернено пропорцiйною до параметра ґратки в площинi. Якщо, на-
приклад, шар SiGe, який має параметр ґратки бiльший, нiж кремнiє-
ва пiдкладка, вирощений псевдоморфно, тобто тетрагонально дефор-
мований, то вiн має ту саму сталу ґратки в площинi, що й пiдклад-
ка (рис. 4.3). Точки оберненої ґратки на асиметричних КОП (113),
(224) знаходяться пiд вiдповiдними точками оберненої ґратки для
кремнiю.
В iншому екстремальному випадку, коли шар SiGe є повнiстю ре-

лаксований i кубiчний, асиметричнi площини шару i пiдкладки будуть
паралельними. Тому точки оберненого простору шару будуть знахо-
дитись нижче ТОП для пiдкладки на однiй лiнiї вздовж напрямку
[hkl]. При цьому частково релаксований шар буде знаходитись мiж
цими крайнiми положеннями. На асиметричних картах (hhl) кут мiж

Рис. 4.3. Схематичне зображення зв’язку мiж вiддалями в оберненому просторi i
сталими ґратки
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напрямком, що описує часткову релаксацiю шару, i напрямком росту
[001] визначається так:

α = arctg
(

C11
tg(ω − ϕ)

2C12

)
. (4.10)

Позначимо кути ω/2θ i ω як Ω та Λ. Цi два кути повнiстю описують
положення вузлiв оберненої ґратки в оберненому просторi. Пiдклад-
ка може бути використана як внутрiшнiй стандарт, i значення кутiв
ΩS i ΛS для ненапруженої пiдкладки може бути отримано з простих
геометричних та бреггiвських умов. Тодi кути для шару ΩL i ΛL, якi
визначають вiдносне положення точки оберненого простору для шару
з точкою пiдкладки, можна записати [109]:

ΩL = ΩS + ΔΩL − ΔΩS + ωL − ωS − θL + θS − Ωtilt; (4.11)
ΛL = ΛS + ΔΛL − ΔΛS , (4.12)

де ΔΩL, ΔΩS , ΔΛL, ΔΛL описують кутовi вiддалi точок оберненого
простору шару i пiдкладки вiд центра вимiрювання КОП в ω i ω/2θ
напрямках. Ωtilt — рiзниця мiж положеннями точок оберненого про-
стору пiдкладки i шару в ω-сканi для симетричних карт (рис. 4.4). З
кутового положення пiка шару на асиметричних КОП можна отрима-

Рис. 4.4. Вiдносне положення вузлiв оберненої ґратки для симетричних та асиме-
тричних рефлексiв
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ти компоненти вектора оберненої ґратки шару вздовж bz i перпенди-
кулярно до напрямку росту bx:

bz = 2K sin(ΛL) cos(ΩL), (4.13)
bx = 2K sin(ΛL) sin(ΩL), (4.14)

де K = 1/λ — абсолютне значення хвильового вектора у вакуумi. Для
напрямку росту [001] i асиметричного рефлексу 224 компоненти ве-
ктора оберненої ґратки будуть залежати вiд параметра ґратки шару
в площинi ap i в напрямку роста an.

bz =
4
an

, (4.15)

bx =
2
√

2
ap

. (4.16)

Очевидно, що використання рефлексу 224 для аналiзу напружень у
площинi дозволить у два рази пiдвищити точнiсть, нiж при викори-
станнi 115 рефлексу, тому що кут Ω = ω−θ вдвiчi бiльший для рефле-
ксу 224.
Принципи для аналiзу напруженого стану, описанi для простого

випадку — одного шару на ненапруженiй пiдкладцi, можна розширити
для бiльш складних шаруватих структур i надґраток.

4.3.1. Напруженi шари надґраток:
нахили площин, тераси, мозаїчний розподiл

У загальному випадку середнiй параметр ґратки НҐ структури вiдрi-
зняється вiд пiдкладки а також вiд параметра промiжного буферно-
го шару. В оберненiй ґратцi кожна точка пiдкладки супроводжується
точкою буферного шару i вiдповiдних точок напружених шарiв НҐ.
Вiдносне положення точок залежить вiд перiоду НҐ та напружень у
напрямку росту i перпендикулярно.
Авторами [110] дослiджувались ефекти утворення терас у НҐ

GaAsSb/GaAs. На рис. 4.5 схематично зображено процес утворення
терас в НҐ, де α — кут мiж напрямком латеральних модуляцiй i нор-
маллю до кристалографiчних площин. Це показує, що напрямок мо-
дуляцiй не паралельний до площин ґратки. Крiм того, НҐ може бу-
ти нахилена до пiдкладки, як показано на рис. 4.5. Це допускає, що
шар GaAsSb може бути напруженим порiвняно з ґраткою GaAs, вони
вздовж терас мають однаковий мiжфазний крок (когерентний рiст).
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Рис. 4.5. Схема утворення терас у НҐ: а — без нахилу; б — з додатковим нахилом
вiдносно пiдкладки

На рис. 4.5 показаний другий кут 2β, який показує середнiй нахил
повної НҐ (епiтаксiйного шару) до пiдкладки. Значення β можна за-
писати так:

β ≈ α(ax1 − a0)
a0

≈ α

(
1 +

2C12

C11

)
Δa

a0
. (4.17)

де a0 i ax1 — параметри ґратки в сусiднiх кроках вздовж тераси; Δa —
рiзниця параметрiв ґраток потрiйної i бiнарної сполук у шарах. ax1

має вигляд:

ax1 � ax +
2C12(x)
C11(x)

Δa. (4.18)

Таким чином, значення ax1 можна розрахувати з коефiцiєнтiв Пуас-
сона для кубiчної комiрки, якi стиснутi вздовж двох країв. З рiвностi
C11 = 2C12, яка є наближено справедливою для структури цинкової
обманки для кута нахилу повнiстю когерентної системи випливає:

β = 2αε. (4.19)

де ε = Δa/a0 — напруження невiдповiдностi.
Ця модель описує механiзм нахилу в режимi малих деформацiй,

тобто за вiдсутностi процесу формування дислокацiй невiдповiдностi
в шарах.
Наступний результат був пояснений В. Голим [111,112] — це ефект

деформацiй, терас i мозаїчного розширення вузлiв оберненого просто-
ру (рис. 4.6) для напружених шарiв НҐ структури в напрямку росту
[001]. На рис. 4.6 зображено лише точки оберненого простору (004),
(224) i (2̄2̄4). Положення нульового пiка напруженої НҐ позначено (0),
тобто його положення залежить лише вiд нормальних i латеральних
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Рис. 4.6. Схематичне зображення впливу мозаїчного розширення, терас i неодно-
рiдностей iнтерфейсу в ненапружених шарах НҐ

деформацiй вiдносно напрямку росту. Положення наступних сателiтiв
визначається перiодом НҐ в напрямку росту. В системi без жодних на-
хилiв площин цi сателiти будуть вибудовуватись точно вздовж напрям-
ку росту. Картина для асиметричних рефлексiв схожа на симетричну.
Якщо виникають тераси, то НҐ пiки будуть обертатись навколо ну-
льового сателiта на кут α, а сателiт нульового порядку буде поверну-
тий вiдносно початку координат (000) на кут β, як зазначалося вище.
Далi покажемо схематично вплив мозаїчностi, флуктуацiй перiоду, по-
верхневих неоднорiдностей i випадкових деформацiй на форму вузлiв
оберненої ґратки.
Ефект мозаїчностi призводить до симетричного розмиття вузлiв

оберненої ґратки (рис. 4.6) i викликає додаткове розширення, пов’я-
зане з формою блокiв, вздовж ω/2θ-напрямку та його нахил вiдносно
ефекту мозаїки блокiв в напрямку ω-сканування. Для асиметричних
вузлiв видовження будуть вiдбуватись у напрямку ω-повороту, бiльш
далекi вiд (000) вузла сателiти будуть бiльше розширеними. Для по-
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верхневих неоднорiдностей листи контурiв не будуть нахиленими вiд-
носно осi росту. З ростом порядку сателiтiв їх розширення перпенди-
кулярно осi росту зростає, при цьому нульовий сателiт залишається
незмiнним (неспотвореним).
Флуктуацiї перiоду НҐ виявляються у розширеннi сателiтних пiкiв

НҐ вздовж напрямку росту, залишаючи при цьому незмiнними сате-
лiти нульового порядку.

4.3.2. Градiєнтнi епiтаксiйнi шари

Градiєнти напружень, так само як i хiмiчний склад, призводять до
змiни мiжплощинної вiддалi в шарах. Якщо цi варiацiї виникають
всерединi розсiювального об’єму, то вони виявляють себе характером
розширення ТОҐ шару. Як зазначалося, для симетричних рефлексiв
видимим є лише параметр ґратки, перпендикулярний до поверхнi.
При цьому розширення вузла оберненої ґратки (ВОҐ) виникає лише
вздовж нормалi до поверхнi, як для градiєнта напружень, так i для
градiєнта складу. Однак напрямок розширення значно вiдрiзняється
для цих двох градiєнтiв в асиметричних рефлексах (рис. 4.7). Якщо хi-
мiчний склад постiйний, то градiєнт напружень призводить до розши-
рення ВОҐ вздовж лiнiї релаксацiї. I навпаки, градiєнт складу в шарах
при постiйнiй деформацiї, розширює ВОҐ вздовж лiнiї, направленої до
ТОҐ пiдкладки (рис. 4.7, б ).

Рис. 4.7. Схематичне зображення розширень в оберненому просторi для рiзних
градiєнтiв в епiтаксiйних шарах: а — склад постiйний, змiнюється деформацiя;
б — склад змiнюється, деформацiя постiйна
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4.3.3. Термiчнi напруження

Вiд’ємне значення параметра систематично спостерiгалось на гетеро-
структурах типу А2В6. Таке значення релаксацiйного параметра ви-
являється на КОП для асиметричних рефлексiв, для ВОҐ шару в за-
бороненiй зазвичай областi оберненого простору. Цей випадок проiлю-
стровано на рис. 4.8. Тут наведено КОП для рефлексу 113 вiд зраз-
ка ZnSe/CdZnSe/ZnSe/GaAs. На рисунку добре видно ВОҐ для шару
CdZnSe, буферного шару ZnSe i ВОҐ для пiдкладки GaAs. Один з ша-
рiв ZnSe знаходиться поза межами сектора деформацiї, зображеного
на наступному рисунку. Таке положення не можна пояснити розорi-
єнтованим ростом шару, як було показано при аналiзi КОП для си-
метричних рефлексiв. Положення вузла оберненої ґратки шару ZnSe
на рис. 4.8 вказує на незвичайний стан деформацiї шару, викликаний
великою рiзницею в термiчних коефiцiєнтах розширення мiж шарами
i пiдкладкою, що могло б перевищувати спостережуванi термопружнi
деформацiї завдяки низькiй температурi росту для ZnSe. На рис. 4.9
зображено вплив термонапружень на вузол оберненої ґратки епiтаксiй-
ного шару на кубiчнiй пiдкладцi. При температурах росту значно ви-
щих, нiж температура вимiрювання, шар був осаджений на пiдкладку.
Це допускає повну релаксацiю при температурах, реальних для наших
експериментальних зразкiв, тому що товщина шару є значно бiльшою
вiд теоретично визначеної критичної товщини. Таким чином, ВОҐ ша-

Рис. 4.8. КОП для рефлексу 113 в системi ZnSe/CdZnSe/GaAs
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Рис. 4.9. Схематичне зображення термiчних напружень в оберненому просторi i їх
розрахунку в епiтаксiйних шарах

ру розташований на лiнiї, що пов’язує ВОҐ пiдкладки з початком ко-
ординат в оберненому просторi (за нормаллю до площин ґратки). При
подальшому охолодженнi епiтаксiйної структури вiд температури ро-
сту до вимiрювання (кiмнатна температура) пiдкладка залишається
кубiчною структурою. Це можна описати в оберненому просторi як
зсув ВОҐ вiд нормалi до цих площин назустрiч бiльшим нецiлим iн-
дексам Мiллера. Цей зсув показаний на рис. 4.9 стрiлками вiд ВОҐ
пiдкладки квадратами (заповненими i порожнiми). Порiвняно з пiд-
кладкою, матерiал шару мав менший коефiцiєнт термiчного розшире-
ння. Тому вiльно вирощений шар може узгоджуватись при меншому
значеннi рiзницi температур. Якщо латеральнi термiчнi напруження
в гетероструктурi будуть довiльно викликанi термiчним розширенням
пiдкладки, то шар може бути латерально стиснутим при охолодженнi.
Це призведе до його розширення в напрямку перпендикулярному

iнтерфейсу. Термоiндукованi напруження можуть описати зсув вiрту-
ального ВОҐ шару (штриховi кола) за лiнiєю релаксацiї в такий спосiб,
що вiддаль Δh мiж ВОҐ шару при температурi росту i вимiрювань є
однаковою з вiддаллю для пiдкладки. Ця вiддаль Δh задається ви-
разом hαsΔT , де αs — термiчний коефiцiєнт розширення матерiалу
пiдкладки. Це призводить до зсуву ВОҐ шару в область оберненого
простору, який описується вiд’ємним значенням параметра релаксацiї.
Базуючись на цих мiркуваннях, можна записати формулу для дефор-
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мацiйного параметра при рiзницi температур. Довжина Δh мiж ВОҐ
пiдкладки при кiмнатнiй температурi i вiртуальним ВОҐ шару дорiв-
нює h(al − as)/as, де стала ґратки є дiйсною при температурi вимiрю-
вання. Ця довжина вiдповiдає рiзницi в деформацiйному параметрi. З
iншого боку, рiзниця в h мiж вiртуальним ВОҐ шару i ВОҐ шару при
температурi вимiрювання може бути отримана з рис. 4.9. Це запише-
ться виразом h·(αs−αL)ΔT . Тодi значення деформацiйного параметра
можна записати так:

γ = − (αs − αL)ΔT
aL − as

as

. (4.20)

Коректнiсть цiєї моделi була протестована на системi ZnSe/GaAs(100)
[113].

4.4. Вимiрювання тонких змiн деформацiї
в гетероструктурах за допомогою карт
оберненого простору

У цьому параграфi проаналiзуємо застосування карт оберненого про-
стору для вимiрювання тонких змiн деформацiй у гетероструктурах,
зосереджуючи увагу на аналiзi напружень у некубiчних кристалах.
Особливу увагу придiлено збiльшенню точностi технiки картографу-
вання порiвняно з вимiрюванням звичайних дифракцiйних профiлiв.
Можливостi картографiчного аналiзу напружень iлюструються вибра-
ними прикладами як епiтаксiйно вирощених структур, для яких спра-
ведливий закон Вегарда, так i iмплантованих структур з невiдоми-
ми невiдповiдностями мiж параметрами ґратки пошкодженого шару i
кристалiчної матрицi.

4.4.1. Вступ
Точнi данi про атомну концентрацiю i напруження в ґратцi критично
важливi для сучасних мiкроелектронних i оптоелектронних пристро-
їв, якi будуються на майже досконалих тонких плiвках структур. Ця
iнформацiя прихована в просторовому розподiлi мiжплощинної перi-
одичностi (d-перiодичностi) i може бути розшифрована за допомогою
високороздiльної рентгенiвської дифрактометрiї. У цьому методi ку-
товий розподiл дифракцiйної iнтенсивностi вимiрюється з точнiстю до
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кiлькох кутових секунд поблизу бреггiвського рефлексу hkl. При фi-
туваннi вимiряних дифракцiйних профiлiв до розрахункових iз вико-
ристанням динамiчної [114,115] або розширеної кiнематичної [116,117]
теорiї можна вiдновити залежнiсть вiд глибини профiля d, розташо-
ваного вздовж дифракцiйного вектора, Q = hkl. Повну iнформацiю
щодо змiнених параметрiв ґратки можна загалом отримати з аналi-
зу дифракцiйних профiлiв цiлого ряду асиметричних рефлексiв (вiд-
биттiв, що вiдчувають нахил векторiв Q до кристалiчної поверхнi).
У разi гетероструктури, що складається з тонкої плiвки i пiдкладки,
аналiз напружень дуже простий (як мiнiмум, у кубiчних кристалах)
i може здiйснюватись при вимiрюваннi кутової вiдстанi мiж дифра-
кцiйними пiками плiвки i пiдкладки [118]. Проте точнiсть вимiрювань
кривих гойдання за допомогою ДКС або вимiрюваннями профiлю ди-
фракцiї за допомогою тривiсної дифрактометрiї погiршується для тон-
ших плiвок внаслiдок розширення пiкiв. Цi методи також дозволяють
отримати результати при частковому перекриттi мiж пiками плiвки
i пiдкладки [119]. Цей ефект часто спостерiгається при використан-
нi асиметричних вiдбиттiв, оскiльки кут нахилу мiж дифракцiйними
площинами пiдкладки i шару призводить до зменшення кутової вiдста-
нi мiж дифракцiйними пiками у випадку великокутового падiння [8].
Для майже повнiстю напружених структур це може навiть призводити
до неправильного значення параметра ґратки в площинi. Як правило,
точнiсть звичайних вимiрювань обмежена значенням Δd/d = 10−4.
Останнiм часом картографiя оберненого простору (КОП) застосовує-
ться для збiльшення точностi i розширення областi використання ви-
сокороздiльної дифрактометрiї [120]. Технiка КОП активно використо-
вувалась [121, 122] для вимiрювань напружень у шаруватих кубiчних
структурах. Доведено її дiєздатнiсть, головним чином для розрiзнен-
ня мiж причинами дифракцiйного розширення пiкiв, таких як, напри-
клад, мозаїчна структура, градiєнти напружень i дифузне розсiяння.
Продемонструємо переваги технiки КОП, що з’являються внаслiдок
збiльшення точностi до Δd/d ∼ 10−5 для контролю тонких змiн напру-
жень на раннiх стадiях процесiв релаксацiї. Метод визначення рiвня
напружень з КОП не залежить вiд хiмiчного складу плiвки i вiльний
вiд ефектiв перекриття КДВ, згаданих вище. Iнформацiю про повнi-
стю напружений стан гетероструктури можна одержати за вiдсутностi
iнформацiї щодо внутрiшнiх невiдповiдностей об’єму, якi, можливо, не
вiдомi, як, наприклад, в iмплантованих зразках. Викладення матерiа-
лу зосереджено на вимiрюваннi тонких змiн напружень у некубiчних
кристалах, якi використовуються в сучаснiй мiкро- та оптоелектронiцi.
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Рис. 4.10. а — перерiз оберненого простору площиною розсiяння вузла пiдклад-
ки S. Вiдповiдний вузол шару позначений L; б — збiльшена частина областi карти
навколо ЛПД

4.4.2. Теоретичнi основи

ВРХД забезпечує точнi значення параметрiв ґратки плiвки, значення
залежностi вiд ступеня напружень 0 ≤ Si ≤ 1, i початковi невiдпо-
вiдностi mi мiж релаксованим параметром ґратки плiвки i пiдклад-
ки [123]. Число рiзних параметрiв (i = x, y, z) невiдповiдностi зале-
жить вiд кристалiчної симетрiї. Наприклад, у кубiчних кристалах є
лише один параметр невiдповiдностi: mx = my = mz. Повнiстю на-
пружений стан гетероструктури вiдповiдає Si = 1, тодi як повнiстю
релаксований стан вiдповiдає Si = 0. КОП заснованi на двовимiрних
дифракцiйних вимiрюваннях у площинi розсiяння: вздовж дифракцiй-
ного вектора Q i в перпендикулярному напрямi. Вiдповiдно технiка
КОП дозволяє отримати, з єдиної карти, отриманої для асиметрично-
го вiдбиття [124], обидвi, як у площинi (одна компонента на картi), так i
в iншому напрямку змiни параметра ґратки. Принцип аналiзу напру-
жень зображено на рис. 4.10, на якому показано поперечний розрiз
оберненого простору площиною розсiяння. Тут вектор оберненої ґра-
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тки H = hkl сполучає початок координат оберненого простору O i
вузол S пiдкладки. Вузол шару H позначений L. Рiзниця ΔH = L−S
має двi компоненти: ΔH⊥ — перпендикулярну до iнтерфейсу i ΔH|| —
паралельну до iнтерфейсу. Деформацiю ґратки шару щодо пiдклад-
ки зображено вектором u (не показано на рис. 4.10), спiввiдношення
мiж вектором u (в реальному просторi) i вектором ΔH (в оберненому
просторi) задається виразом [125]:

ΔH = − grad(H · u) = − grad(H⊥u⊥ + H||u||). (4.21)

З незсувнимим напруженнями типу ∂u⊥/∂x|| або ∂u||/∂x⊥ (див. ниж-
че) у площинi (Δa/a)|| i (Δa/a)⊥, змiни в параметрах ґратки можуть
бути записанi, як (Δa/a)|| = ∂u||/∂x⊥ i (Δa/a)⊥ = ∂u⊥/∂x||, що дає

ΔH|| = −
(

Δa

a

)
||
H||; (4.22)

ΔH⊥ = −
(

Δa

a

)
⊥

H⊥. (4.23)

Спiввiдношення (4.22), (4.23) забезпечують окреме визначення
(Δa/a)|| i (Δa/a)⊥ за допомогою вимiрювання проекцiй ΔH|| i ΔH⊥ на
картi. У повнiстю напруженому станi Δa/a = 0 i точки оберненої ґра-
тки S i L сполученi прямою лiнiєю — лiнiєю повної деформацiї (ЛПД),
паралельною нормалi до поверхнi n. Фактично ця лiнiя — кристалi-
чний СТР, якщо компоненти напружень зсуву не значнi. Кут ϕ мiж
цiєю лiнiєю i вектором H задається простим спiввiдношенням:

cos ϕ =
H · n
|H| (4.24)

чи
tg ϕ =

H||
H⊥

. (4.25)

Покращена точнiсть КОП при визначеннi важливої компоненти змiни
параметра ґратки (Δa/a)|| пояснена на рис. 4.10, б, на якому приведена
збiльшена область КОП. Як зазначалося, головний чинник, що обме-
жує точнiсть вимiрювання, — розширення дифракцiйного пiку шару
внаслiдок його малої товщини. Проте в оберненому просторi смуж-
ка L розтягнута уздовж нормалi до iнтерфейсу i тому не впливає на
вимiрювання параметра ΔH||, який згiдно (4.22)–(4.23) визначає змi-
ни параметра ґратки в площинi. Це є основою неперевершеної точностi
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визначення напружень з КОП, який обмежений тiльки iнструменталь-
но. Крiм того, вимiрювання звичайних дифракцiйних профiлiв про-
водиться так, що перетворення в оберненому просторi вiдбуваються
вздовж вектора H. Тому довжина смужки L δ(ΔH)⊥ завжди спри-
ятиме ширинi дифракцiйного пiка, знижуючи точнiсть вимiрювання.
У загальному випадку напруження зсуву типу ∂u⊥/∂x|| або ∂u||/∂x⊥,
що виникають у шарi, можна подати, виходячи з рiвняння (4.21):

ΔH|| = −∂u⊥
∂x||

−
(

Δa

a

)
||
H||, (4.26)

ΔH⊥ = −
(

Δa

a

)
⊥
− ∂u||

∂x⊥
H||. (4.27)

У випадку використання для вимiрювань КОП симетричного вiд-
биття ϕ = 0, вектор H оберненої ґратки не має нiяких компонентiв у
площинi iнтерфейсу (H|| = 0). Визначення величин ΔH⊥ i ΔH|| з да-
них КОП безпосередньо призводить до значення ∂u⊥/∂x|| i ∂u||/∂x⊥
(першi члени в рiвняннях (4.26) i (4.27)). Для асиметричних вiдбиттiв
ϕ �= 0 вектор оберненої ґратки H мiстить обидвi компоненти ΔH⊥ i
ΔH||. Усi члени в рiвняннях (4.26) i (4.27) впливають на вимiрювану
рiзницю ΔH на картi. Тому комбiнацiя КОП, узята для симетрично-
го i асиметричного вiдбиттiв, дозволить визначити також (Δa/a)|| i
∂u||/∂x⊥ компоненти. Використовуючи цей метод, можна визначити
комплекснi змiни параметра ґратки, вибираючи вiдповiднi вiдбиття
для X-променiв. Спiввiдношення мiж змiнами в параметрах ґратки,
невiдповiдностях i рiвнях напружень можна одержати вирiшенням вiд-
повiдної проблеми пружностi. У деяких випадках можна знайти вели-
чини mi i Si навiть у системах з невiдомими невiдповiдностями, тобто
в системах, для яких не виконується правило Вегарда. Це стандар-
тна ситуацiя в iмплантованих кристалах, тонкий приповерхневий шар
яких є структурно модифiкованим пошкодженнями при iмплантацiї.
Приклад застосування КОП для аналiзу напружень у таких системах
можна знайти в [126]. Для гетероструктур, утворених з iзоморфно за-
мiщених компонент (для яких виконується правило Вегарда), аналiз
напружень за допомогою КОП можна спростити. Зосередимо увагу
на аналiзi напружень у некубiчних структурах, зокрема, тих, що на-
лежать гексагональнiй i ромбоедричнiй групам, якi можна описати ге-
ксагональним оточенням. Дифракцiйнi високороздiльнi вимiрювання
в некубiчних кристалах [127] швидко розвиваються, що стимулюється
зростаючим iнтересом до гексагональних i ромбоедричних кристалiв
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(GаN, SiC, Al2O3, LiNbO3, i т.iн.) для потреб мiкро- та оптоелектро-
нiки. Розглянемо практично важливий випадок епiтаксiйного росту
тонких плiвок AxB1−x на плоскоорiєнтованих пiдкладках (матерiал
B). Обидвi компоненти, як A, так i B мають гексагональнi ґратки,
що рiзняться тiльки параметрами a i c, причому ξa = (ab − aa)/aa i
ξc = (cb − ca)/ca. Тому невiдповiдностi мiж параметрами ґратки плiв-
ки i пiдкладки вмглядатимуть так:

ma = xξa (4.28)

i
mc = xξc, (4.29)

де x — вмiст компоненти A у сполуцi AxB1−x. Симетрiя в межах пло-
ских провiдникiв призводить до рiвностi Sx = Sy = S i до рiвностi
компонент напружень:

εxx = εyy = −Sxξa. (4.30)

Тому
Δa

a
= xξa(1 − S). (4.31)

На вiльнiй типовiй поверхнi нормальна компонента стиску σzz має
бути нульовою. Припускаючи, що тиск не змiнюється з глибиною шару,
одержуємо:

σzz = C13(εxx + εyy) + C33εzz = 0, (4.32)
де Cij — пружнi сталi жорсткостi (C13 = Cxxzz, C33 = Czzzz). Пiдстав-
ляючи (4.30) в рiвняння (4.32), отримуємо

εzz = Kεxx, (4.33)

де

K = 2
C13

C33
. (4.34)

Використовуючи рiвняння (4.28), (4.29) i (4.33), модифiкований пара-
метр ґратки c у шарi щодо пiдкладки можна виразити:

Δc

c
= x(ξc + KSξa). (4.35)

Рiвняння (4.31) i (4.35) разом з спiввiдношенням (4.22–4.23) дають:

tg β =
ΔH||
ΔH⊥

=

Δa

a
H||

Δc

c
H⊥

= tg ϕ
ξa(1 − S)
ξc + KSξa

, (4.36)
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Рис. 4.11. Схема важливих векторiв в оберненому просторi i кутiв мiж ними

де β — кут мiж ЛПД i лiнiєю, яка сполучає точки L i S обернено-
го простору (див. рис. 4.11). Рiвняння (4.36) забезпечує простий шлях
визначення ступеня напружень, вимiрюючи нахил лiнiї мiж S i L. Пiд-
креслимо, що цей нахил не залежить вiд атомного складу x, i вiдповiд-
но ця процедура не залежна вiд композицiйних вимiрювань. Можливi
нахили лiнiї мiж S i L будуть обмеженi мiж βs = 0 для повнiстю на-
пруженого стану i β = βr для повнiстю релаксованого стану (S = 0).
Згiдно з рiвнянням

tg βr = tg ϕ
ξa

ξc
. (4.37)

Зазначимо, що βr �= ϕ, яке вiдрiзняється вiд вiдомого результа-
ту [122] для кубiчних гетероструктур, у яких βr = ϕ. Повний резуль-
тат для кубiчної симетрiї можна легко отримати замiною ξa = ξc у
рiвняннях (4.36) i (4.37):

tg β = tg ϕ
1 − S

1 + KS
, (4.38)

K = 2
C12

C11
, (4.39)

βr = ϕ, (4.40)
βs = 0. (4.41)

Пiсля визначення рiвня напружень за допомогою рiвняння (4.37)
атомний склад x можна знайти за допомогою рiвнянь (4.22), (4.23)
i (4.35). Iснує iнший спосiб для подання результатiв КОП, бiльш на-
ближених до експериментальної процедури. У реальному експериментi
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двовимiрнi розподiли дифракцiйної iнтенсивностi будують за допомо-
гою ω/2θ-сканування, яке виконується при рiзних положеннях ω зраз-
ка. В оберненому просторi ω/2θ перемiщення вiдбуваються вздовж ве-
ктора H (вiсь q||), а ω — у перпендикулярному напрямку (вiсь q⊥).
Спiввiдношення мiж значеннями q||, q⊥, (ΔH⊥) i (ΔH||) очевиднi з
рис. 4.11:

ΔH|| = q|| sin ϕ − q⊥ cos ϕ, (4.42)
ΔH⊥ = q|| cos ϕ − q⊥ sinϕ. (4.43)

У цьому представленнi, нахил лiнiї мiж S i L заданий iншим кутом:

tg α =
q⊥
q||

= tg(ϕ − β). (4.44)

Використовуючи рiвняння (4.36), можна виразити нахил tg α через
невiдповiдностi ґраток i ступiнь напружень:

tg α =
ξc − ξa(1 − S) + ξaKS

ξc + ξa(1 − S) tg2 ϕ + ξaKS
tg ϕ. (4.45)

У цiй координатнiй системi ЛПД (S = 1) перетинає горизонтальну
вiсь q|| пiд кутом:

tg αs = tg ϕ, (4.46)
αs = ϕ. (4.47)

Для повнiстю релаксованої гетероструктури (S = 0)

tg αr =
ξc − ξa

ξc + ξa tg2 ϕ
tg ϕ. (4.48)

Вирази (4.45)–(4.48) збiгаються з тими, якi були одержанi прямим
обчисленням в оберненому просторi [128]. У кубiчних структурах (ξa =
ξc) рiвняння (4.45) мають вигляд:

tg α =
(1 + K)S

1 + KS + (1 − S) tg2 ϕ
tg ϕ. (4.49)

де K = 2C12/C11. Спiввiдношення (4.46) i (4.48) мають вигляд:

αs = ϕ, (4.50)
αr = 0 (4.51)

вiдповiдно. Результати (4.50) i (4.51) були також використанi в [129].
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У цьому параграфi наведено приклади, якi демонструють можливiсть
ЛПД пiдходу для вимiрювання тонких змiн деформацiй у шаруватих
структурах. Вимiрювання виконано на дифрактометрi «X’Pert PRO
MRD». Вимiрювання зразкiв з низькою структурною досконалiстю
здiйснено з використанням вузької щiлини перед детектором (замiсть
кристала-аналiзатора) задля збiльшення кiлькостi iмпульсiв в потоцi.

4.5.1. Кубiчнi гетероструктури

У першому прикладi розглянемо гетероструктури кубiчної симетрiї,
зокрема, методику дослiдження структурної анiзотропiї в InGaAs
/GaAs(001) структурах з ланцюгами квантових точок. ВРРД — не-
руйнуючий метод для дослiдження перiодичних нанорозмiрних стру-
ктур подiбних до квантових точок (КТ) або квантових дротiв (КД),
синтезованих з використанням моди росту за Странскi–Крастановим у
системах з високою невiдповiднiстю параметрiв [130–132]. Ця технiка
дозволяє оцiнити як технологiчнi параметри (товщину шару, склад),
так i структурнi (деформацiї в шарах i степiнь впорядкування КТ або
КД у вертикальних i латеральних напрямках) [18,133–135]. Проте, не
дивлячись на велику кiлькiсть експериментальних i теоретичних до-
слiджень, постає багато питань щодо iнтерпретацiї даних, одержаних
вiд впорядкованих структур з КТ або КД. Зокрема, розщеплення ко-
герентних сателiтiв надґраткових структур спостерiгалось у [130,131].
Цей ефект був пояснений iснуванням двох просторово вiдокремлених
структурних областей, що виникали завдяки латеральним компози-
цiйним модуляцiям (ЛКМ) у короткоперiодних надґратках [130], або
наявнiстю двох надґраток (НҐ) iз дещо рiзними перiодами [134]. Однак
детальний механiзм розщеплення сателiтiв вiдсутнiй. У [136] показа-
но, як при застосуваннi компланарних вимiрювань КОП навколо си-
метричних 004 i несиметричних 224, 113 точок оберненого простору,
пояснити розщеплення як когерентних сателiтiв, так i пiкiв дифузного
розсiяння вiд КТ у багатошарових структурах InGaAs/GaAs.
Ланцюги InGaAs/GaAs КТ вирощено молекулярно-променевою

епiтаксiєю на напiвiзолюючiй GaAs(100) пiдкладцi з кутом розорiєнта-
цiї поверхнi, меншим, нiж 0,1◦, iз використанням процедури, подiбної
до описаної в [137]. Пiсля росту 0,5 мкм GaAs буферного шару при
580 ◦C, температуру зменшено до 540 ◦C для росту багатошарових
(17-перiодних) точкових структур до певних товщин шарiв (7,6 моно-
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Рис. 4.12. Компланарна геометрiя дифракцiї. Дифракцiйна площина паралельна
(a) i перпендикулярна (b) до напрямку ланцюгiв КТ. ϕ — кут мiж поверхнею
та площинами дифракцiї; θB — кут Брегга; ki i ks — падаючий та дифрагова-
ний променi вiдповiдно; Q — вектор дифракцiї. Площина розсiяння (заштрихована
область) перпендикулярна до поверхнi зразка

шарiв (MШ) In0.4Ga0.6As/60 МШ GaAs). Радiальнi скани отримано на
високороздiльному дифрактометрi «X’Pert PRO MRD XL» з бартелiв-
ським чотирикристальним монохроматором Ge(220) i випромiнюван-
ням CuKα. Трикристальний аналiзатор Ge(220) з кутовою розбiжнi-
стю 12 кут. с використовувався для вимiрювання КОП. Експеримен-
тальнi данi одержано для рiзних азимутних напрямкiв: площини роз-
сiяння були (11̄0) i (110), тобто перпендикулярно (Φ = 90◦) i паралель-
но (Φ = 0) напрямку ланцюгiв КТ вiдповiдно (рис. 4.12). Використано
симетричнi 004 та несиметричнi 113 i 224 дифракцiйнi геометрiї.
На рис. 4.13 зображено радiальнi скани поблизу 004 бреггiвського

пiка при Φ = 0 i 90◦ разом з моделюванням, за умови тетрагонального
спотворення системи шарiв. Цi дифракцiйнi профiлi мiстять арсенiд-
галiєвий пiк пiдкладки, середнiй НҐ пiк нульового порядку SL0 i ряд
послiдовних пiкiв сателiтiв SLn±, якi з’являються завдяки iнтерфе-
ренцiї мiж шарами GaAs i InGaAs. Пiки НҐ показують систематичне
розщеплення для обох азимутальних напрямкiв. Зазначимо, що нами
не спостерiгалась вiдсутнiсть непарних сателiтних пiкiв, як було повi-
домлено в [130].
Для одержання iнформацiї щодо структурних параметрiв закри-

тих InGaAs КТ, ми вимiрювали КОП. КТ дають дифузне розсiяння
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Рис. 4.13. ВРРД радiальнi скани навколо 004 бреггiвського пiка при Φ = 0◦ (черво-
на крива) та Φ = 90◦ (синя крива) разом iз симульованими сканами (чорна крива)
з використанням динамiчної теорiї

поблизу когерентних сателiтiв НҐ. На рис. 4.14 зображено типовi КОП,
зробленi бiля 224 пiка для двох взаємно перпендикулярних напрямкiв,
на яких видно сателiтнi пiки як у вертикальнiй, так i в латеральнiй
структурах. Цi карти, а також карти, отриманi для несиметричного
113 вiдбиття, вказують на те, що НҐ є повнiстю напруженою вiдносно
пiдкладки i арсенiд-галiєвого буферного шару. Окрiм того, вимiрюва-
ння 004, 224 i 113 КОП для Φ = 90◦ пiдтвердили розщеплення са-
телiтiв НҐ. Латеральнi сателiти дифузного розсiяння вiд InGaAs КТ
спостерiгалися як поблизу SL0, так i поблизу пiкiв високих порядкiв.
Вимiрювання КОП проводились поблизу 004 i 224 вiдбиттiв. Як очi-
кувалось, на картi вiд вихiдного зразка (рис. 4.14, a), спостерiгається
дуже вузький розподiл iнтенсивностi, сконцентрованої навколо ЛПД з
нульовим нахилом β = 0 (див. рiвняння (4.41)).
Перiодична модуляцiя iнтенсивностi уздовж нормалi до поверхнi

добре спостерiгається на перерiзах експериментальних карт, що пред-
ставляють вертикальну перiодичнiсть НҐ (рис. 4.13). Можна побачи-
ти, що iснують двi системи послiдовних сателiтiв НҐ у радiальних
сканах. Цi системи спостерiгалися на КОП для 004, 113, 224 вiдбит-
тiв. Два вертикальнi перiоди НҐ оцiнено з радiальних сканiв i рiвнi
L1 = 19,7 ± 0,1 нм та L2 = 19,02 ± 0,08 нм. На противагу [138], ви-
конанi моделювання вказують, що бiчнi композицiйнi модуляцiї, якi
з’являються завдяки наявностi ланцюгiв КТ, не можуть пояснити спо-
стережуване розщеплення як для [110], так i [11̄0] напрямкiв. Ґратча-
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Рис. 4.14. 224 КОП, вимiрянi для InGaAs/GaAs зразка з ланцюгами КТ при Φ = 90◦
(a) i Φ = 0◦ (б ). S — пiк вiд пiдкладки, SL0, SL1, SL′

0, SL′
1 — когерентнi сателiти

для двох НҐ структур

стi спотворення також не пояснюють цiлком це явище, оскiльки в [89]
зазначено, що цей ефект — азимутально-залежний. Розщеплення вер-
тикальних сателiтiв НҐ найбiльше вказує на те, що в структурi НҐ
iснують два дискретнi перiоди [139]. Це доведено моделюванням, на-
веденим на рис. 4.13 (штрихова лiнiя). НҐ перiод сформований тiльки
товщиною змочувального шару i арсенiд-галiєвого шару. Кореляцiя
позицiй точок дає малий внесок в утворення послiдовної НҐ структу-
ри, але досить значний у перерозподiл пружних полiв деформацiй. То-
му наявнiсть двох рiзних перiодiв НҐ, що вiдповiдають вертикальному
i похилому вибудовуванню КТ, викликана тiльки змiною товщини змо-
чувального шару в цих перiодах.
Розсiяна iнтенсивнiсть за межами СТR сконцентрована в так зва-

них смугах резонансного дифузного розсiяння (рис. 4.14, a, штрих-
пунктирна лiнiя). Особливi властивостi цих смуг визначенi ступенем
вертикального i латерального впорядкування КТ. Якщо площина роз-
сiяння перпендикулярна до напрямку [11̄0] (рис. 4.14, a), то смуги мо-
жна зобразити як двi системи бiчних сателiтiв, одна з яких нахилена
щодо нормалi до напрямку зростання [001]. Щоб пояснити спостере-
жувану картину, приведено розподiл КТ у прямому просторi i його
перетворення Фур’є (рис. 4.15).
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Рис. 4.15. Кореляцiя мiж центрами розсiяння в прямому просторi (а) i сателiтною
структурою в оберненому (б ) для строго вертикального i нахиленого наслiдування
центрiв розсiяння

Тiльки аналiз даних КОП надає iнформацiю про наявнiсть закри-
тих ланцюгiв КТ i їх нахил у структурi. Використання добре вiдомо-
го спiввiдношення перiодичностi в реальному i оберненому просторах
Δθ = 2π/ΔL дає можливiсть визначити перiод латеральних модуляцiй
складу LLCM = 82,3 нм. Звернемо увагу на значну рiзницю мiж КОП
поблизу 224 вузла для взаємно перпендикулярних кристалографiчних
напрямкiв (рис. 4.14). Якщо дифракцiйна площина перпендикулярна
до ланцюгiв КТ, то бiчнi сателiти ясно спостерiгаються (рис. 4.14, a),
тодi як для паралельного ланцюгам КТ розташування площини ди-
фракцiї видно лише значне дифузне розсiяння (рис. 4.14, б ). Це вiдбу-
вається завдяки слабкiй кореляцiї позицiй КТ у ланцюгах або великiй
дисперсiї розмiрiв КТ. Вертикальна ширина бiчних сателiтiв залежить
вiд вертикальної кореляцiї позицiй ланцюгiв КТ. Використовуючи те-
хнiку, описану в [134], вертикальну довжину кореляцiї можна легко
оцiнити. Для цього зразка вона дорiвнює до 200–250 нм.
Порiвняння iнтенсивностi рiзних порядкiв сателiтiв i експеримен-

тальних КОП дозволяє оцiнити середнє квадратичне вiдхилення вели-
чини ЛМС. У нашому випадку LCM = 5 нм. Ми спостерiгали двi си-
стеми вертикальних сателiтiв на КОП для 004, 113, 224 вiдбиттiв i для
будь-якої азимутальної орiєнтацiї зразка. Це пояснено наявнiстю двох
незалежних перiодiв у структурi НҐ зi значеннями L1 = 19,7 ± 0,1 нм
i L2 = 19,02 ± 0,08 нм. Було показано, що два незалежнi перiоди НҐ
виникають завдяки рiзницi в товщинi змочувальних шарiв, що утво-
рюють просторово вiдокремленi структурнi областi з рiзним знаком
вибудовування КТ у напрямку зростання. Коли дифракцiйна площи-
на перпендикулярна до [11̄0] напрямку, двi системи бiчних сателiтiв
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спостерiгаються на КОП для всiх вiдбиттiв. Одна з систем паралель-
на поверхнi, а iнша нахилена пiд кутом 30,0◦ ± 2,5◦.

4.5.2. Вплив латеральних модуляцiй складу
на зародження i впорядкування масиву
квантових острiвцiв у багатошарових
перiодичних структурах InGaAs/GaAs

Дослiдженням механiзмiв формування i властивостей In(Ga)As КТ, як
уже зазначалося, присвячено велику кiлькiсть робiт у зв’язку з пер-
спективами їх застосування в нових пристроях опто- i наноелектронi-
ки, наприклад [132,140–142]. Одержанi експериментальнi i теоретичнi
данi дозволяють феноменологiчно пояснити механiзм початкової ста-
дiї переходу вiд пошарового зростання плiвки до утворення тривимiр-
них 3D-острiвцiв. Проте в лiтературi часто вказується на значну зале-
жнiсть 2D–3D-переходу вiд рiзних чинникiв, що впливають на процес
формування InGaAs самоорганiзованих КТ, таких, наприклад, як тем-
пература росту, швидкiсть осадження, компонентний склад, орiєнта-
цiя пiдкладки i її розорiєнтацiя [131, 143–145]. Для розумiння механi-
змiв релаксацiї пружних деформацiй у напружених гетероструктурах
особливо важливими є дослiдження структурних змiн у шарах гете-
роструктури поблизу областей iнтерфейсу, де утворюються КТ. Не-
щодавно доведено ефективнiсть X-променевих методiв дослiдження
структурних змiн у низькорозмiрних напiвпровiдникових структурах
при релаксацiї пружних деформацiй, таких як iнтерфейснi неоднорi-
дностi, кореляцiйна довжина локального структурного розупорядку-
вання, структура КТ. Цi передумови не мають зараз задовiльного екс-
периментального пiдтвердження i стимулюють проведення подальших
детальних дослiджень механiзмiв впорядкування ансамблiв напiвпро-
вiдникових нанокластерiв шляхом модифiкацiї поверхневих надстру-
ктур. У цьому роздiлi розглядається застосування двовимiрних карт
розподiлу дифрагованого X-випромiнювання в оберненому просторi
для дослiдження впливу латеральних модуляцiй складу i вмiсту iндiю
в багатошарових напружених InGaAs/GaAs структурах на просторове
впорядкування КТ. Нашi данi показують, що за певних умов зростан-
ня в цих гетероструктурах можуть формуватися одновимiрнi масиви
модуляцiї складу (товщини), якi необхiдно розглядати при аналiзi по-
чаткового етапу формування квантових точок i ниток без використа-
ння шаблонної пiдкладки.
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Дослiджувалися 8-перiоднi InGaAs/GaAs структури, вирощенi на
напiвiзольованiй пiдкладцi GaAs(100) методом МПЕ. Буферний шар
арсенiду галiю товщиною 0,5 мкм вирощувався при температурi пiд-
кладки 580 ◦C. Потiм температуру пiдкладки зменшували до 540 ◦C
для вирощування багатошарових надґратчастих структур 8 × (14ML
(In, Ga)As/40ML GaAs). Номiнальна концентрацiя iндiю в InxGa1−xAs
шарi становила 0,20, 0,25, 0,28, 0,30 i 0,35. Вимiрювання кривих ди-
фракцiйного вiдбиття (КДВ) проводилося на високороздiльному ди-
фрактометрi «X’Pert PRO MRD XL». Для побудови карт оберненого
простору використано трикристальний аналiзатор Ge(220) з кутовою
розбiжнiстю 12 кут. с. Для всiх зразкiв вимiрювалися карти оберненого
простору в симетричнiй 004 i асиметричнiй 113, 224 i 404 дифракцiй-
нiй геометрiї (ковзнi кути падiння). КДВ i карти оберненого простору
знiмалися для рiзних азимутальних напрямкiв: площина дифракцiї —
(110) i (11̄0) для 004, 113 i 224 геометрiї, тодi як для 404 — (100). Кут
розорiєнтацiї пiдкладки GaAs у дослiджуваних структурах не переви-
щував 0,35◦.
Структурнi змiни в InxGa1−xAs/GaAs структурах при формуваннi

InxGa1−xAs шарiв iз рiзною концентрацiєю iндiю визначають їх еле-
ктроннi властивостi i вiдповiдно їх спектри випромiнювання. Аналiз
даних сканувальної атомно-силової мiкроскопiї (рис. 4.16) зразка з
x = 0,28 дозволяє констатувати, що на початковому етапi 2D–3D пере-
ходiв формуються два типи квантових структур: 3D-острiвцi, збагаче-
нi iндiєм, i 2D-острiвцi з меншою концентрацiєю In, що характеризу-
ються малою висотою i порiвняно великими латеральними розмiрами

Рис. 4.16. АСМ зображення фрагмента поверхнi структури In0,28Ga0,72As/GaAs.
Поле сканування — 5 × 5 мкм
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Рис. 4.17. КДВ для структури InGaAs/GaAs

(близькими до форми 2D-пластинок). Останнi можна розглядати як
прекурсори для зародження великих 3D острiвцiв.
На рис. 4.17 наведено окремi трикристальнi скани для багатоша-

рових структур з рiзним вмiстом iндiю. Аналiз цих КДВ свiдчить про
те, що багатошарова структура має хорошу кристалiчну якiсть, а межа
подiлу мiж бар’єрними шарами GaAs i КЯ Ga1−xInxAs iз вмiстом iндiю
0,20–0,25 чiтка i когерентна. Подальше пiдвищення концентрацiї iндiю
в твердому розчинi призводить до виникнення дифузного фону, який
дещо замиває «швидкi» товщиннi осциляцiї. Це, вiрогiдно, пов’язано
з впливом деформацiйних полiв, викликаних латеральними модуля-
цiями складу. Проте вiдповiсти на це питання виявилося можливим
тiльки при використаннi аналiзу карт розподiлу iнтенсивностi навко-
ло вузлiв оберненої ґратки, якi дають можливiсть вiдокремити вплив
латеральних модуляцiй складу i недосконалостi iнтерфейсу.
На рис. 4.18 показанi вимiрянi 113 КОП для зразкiв iз вмiстом iн-

дiю 0,20, 0,28 i 0.35. Вимiрянi карти показують гострi пiки при Qx = 0,
якi позначенi SL0, i SL±n. Горизонтальна ширина цих максимумiв ви-
значається роздiльною здатнiстю дифрактометра i являє собою коге-
рентний розподiл розсiяної iнтенсивностi. Когерентно розсiяна хвиля
залежить тiльки вiд латерально усередненої структури зразка. Проте
слiд зазначити, що на картах, одержаних у напрямку площини ди-
фракцiї (110), вiдмiчено розширення цих максимумiв, а також смуг
iнтенсивностi розташованих мiж ними.
Це свiдчить про латеральнi розвороти ґратки уздовж певних на-

прямкiв. Цi розвороти, найiмовiрнiше, є результатом латеральних мо-
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Рис. 4.18. Карти розподiлу дифрагованої iнтенсивностi в оберненому просторi бiля
вузла 113 для площини дифракцiї (110) (верхнiй ряд) i (11̄0) (нижнiй ряд) для
структури InxGa1−xAs/GaAs

дуляцiй складу вздовж напрямку [110]. Таким чином, їх формування
починається вже при вмiстi iндiю в КЯ приблизно 0,25. Пiки, вiдмiченi
як S вiдповiдають дифракцiї вiд пiдкладки, а SLn — n-й пiк сателiта
латерально усередненої НҐ. Вiдстань мiж сателiтами дорiвнює 2π/D
(D — перiод НҐ), а вiдстань мiж SL0 i пiком пiдкладки пропорцiйна
вiдноснiй рiзницi вертикального параметра ґратки пiдкладки i сере-
днього параметра НҐ.

Самоорганiзованi квантовi точки породжують дифузне розсiяння
X-променiв, яке супроводжуює когерентну дифракцiю. Дифузне роз-
сiяння зумовлено рiзницею в розсiювальних факторах InAs та GaAs i
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поля пружної деформацiї в матрицi GaAs навколишньої точки. У ра-
зi X-променевого вiдбиття тiльки перший механiзм дає внесок. Якщо
вектор дифракцiї близький до вектора h оберненої ґратки, то розсiяна
iнтенсивнiсть чутлива до h-ї фур’є-компоненти поляризованостi χ(r)
кристала. У цьому випадку дифузне розсiяння переважно викликане
полем деформацiї як за межами, так i всерединi точки. Iнформацiя
щодо структури точок мiститься тiльки в дифузно розсiянiй iнтенсив-
ностi, яка супроводжує когерентну iнтенсивнiсть [146].
Розподiл розсiяної iнтенсивностi в Qx напрямi визначений лате-

ральним розташуванням точок, а для дифракцiї X-променiв — полями
деформацiї всерединi i за межами точок. Цей розподiл точок даватиме
латеральнi сателiти iнтенсивностi в положенняхQx = 2πp/L (L = 〈l〉—
середня точкова вiдстань, p — цiле число). Вiдстань мiж латеральними
сателiтам iнтенсивностi дорiвнює 2π/L, а їх ширина пропорцiйна дис-
персiї розподiлу вiдстанi. Форма латеральних сателiтiв не залежить
вiд вертикальної кореляцiї точок. Оскiльки об’єм спотвореної областi
навколо точки набагато бiльший, нiж точка безпосередньо, то внесок
поля деформацiї навколо точок у дифузно розсiяну iнтенсивнiсть скон-
центрований переважно у безпосереднiй близькостi SL0.
Тому на розподiл iнтенсивностi далеко вiд SL0 впливає переважно

центр розсiяння, тобто стан деформацiї ґратки точки. Завдяки цьому,
можна визначити напруження в точках з розподiлу iнтенсивностi в цiй
областi [39,147,148]. Iнформацiя щодо острiвцiв мiститься в дифузних
пiках, якi супроводжують когерентнi сателiти. На картах, одержаних
в асиметричнiй дифракцiї (рис. 4.18), дифузнi пiки виявляють явну
асиметрiю щодо осi Qz. Бiля SL0 (тобто, для малої величини векто-
ра дифракцiї |Δq|) дифузне розсiяння визначене переважно полем де-
формацiї i розсiянням ґратки далеко вiд точки. Максимум дифузної
iнтенсивностi навколо SL0 змiщений у додатному Qx напрямi, тобто
у напрямку бiльшого значення hx, яке вiдповiдає деформацiї стиску
ґратки кристала GaAs мiж точками. Дифузнi пiки навколо SL1 змiще-
нi у вiд’ємному Qx напрямку до менших значень hx. Тому ця частина
смуг дифузного розсiяння одержана вiд розтягнутих областей ґратки,
тобто вiд об’ємiв точок. Середню величину деформацiї в площинi в
точках, середню латеральну вiдстань мiж точками i його статистичну
дисперсiю наведено в табл. 1.
На рис. 4.19 зображено проекцiї дифузних пiкiв SL0 сателiта на Qx

вiсь для вiдбиття 113 у зразках iз вмiстом iндiю 0,20, 0,28 i 0,35. Ла-
теральнi максимуми виникають тiльки при площинi розсiяння (11̄0).
При цьому спостерiгається лише один латеральний максимум, а iншi
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Таблиця 1. Параметри зразкiв, отриманi з рентгенiвських вимiрювань

Параметри /склад D, нм εGaAs εInGaAs L, нм σ, нм

0,20 21,7 ± 0,2 — — — —
0,25 21,9 ± 0,3 — — — —
0,28 22,2 ± 0,6 −0,0003 0,0034 62 ± 2 15 ± 6
0,3 22,4 ± 0,1 −0,00025 0,004 55 ± 2 17 ± 7
0,35 22,9 ± 0,7 0,00036 0,0044 51 ± 2 18 ± 7

пригнiченi внаслiдок великої дисперсiї у вiдстанях мiж точками. У ра-
зi симетричної дифракцiї також виникають латеральнi максимуми, не
дивлячись на мале значення проекцiї когерентної довжини падаючих
X-променiв порiвняно з асиметричною дифракцiйною геометрiєю. Ко-
ли площина розсiяння становитиме (110), дифузнi максимуми будуть
вiдсутнi практично для всiх зразкiв.
Аналогiчнi максимуми для площини розсiяння (11̄0) також видно в

Qx проекцiї SL1 сателiта (рис. 4.20). На рисунках можна побачити, що
положення латеральних сателiтiв iдентичнi навколо 113 i 224 вузлiв
оберненої ґратки. З положень сателiтiв знаходимо середню вiдстань
мiж точками (див. табл.1) у зразках зi складом iндiю 0,28 i 0,35, якi

Рис. 4.19. Проекцiя перетину пiкiв дифузного розсiяння поблизу сателiта SL0 на
вiсь qx, одержана КОП навколо вузла 113 для площини дифракцiї (110) (а) i (11̄0)
(б ) для структури InGaAs/GaAs. Чорна крива — x = 0,20, синя — x = 0,28, черво-
на — x = 0,35
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Рис. 4.20. Проекцiя перетину пiкiв дифузного розсiяння поблизу сателiта SL1 на
вiсь qx, одержана КОП навколо вузла 113 для площини дифракцiї (110) (а) i (11̄0)
(б ) для структури InGaAs/GaAs. Чорна крива — x = 0,20, синя — x = 0,28, черво-
на — x = 0,35

узгоджуються в межах експериментальної точностi з даними АСМ. У
вимiряних картах зразкiв iз вмiстом iндiю 0,20–0,25 явно виражених
бiчних максимумiв поблизу SL0 дифузного максимуму не виявлено, i
тому латеральне роздiлення точок не можна визначити.
Наявнiсть яскраво вираженої асиметрiї в появi дифузних пiкiв на-

водить на думку, що цi латеральнi сателiти зумовленi модуляцiями
складу в певному кристалографiчному напрямi. Внаслiдок модуляцiй
точки, утворенi на збагачених iндiєм лiнiях, мають бiльшу впорядкова-
нiсть у перпендикулярному напрямку вздовж [110], нiж вздовж лiнiй
модуляцiї складу [11̄0].
З ширини сателiтiв δQx = (σQ2

x)/L оцiнено середньоквадратичну
дисперсiю σ точкових вiдстаней. Значення L/σ = 3 ± 1 для зразкiв
зi складом 0,30–0,35 свiдчить про те, що положення точок є корельо-
ваними аж до сусiда третього порядку, тобто iснує тiльки ближнiй
порядок точок. На КОП (рис. 4.18) чiтко виявляється система впо-
рядкованих надґраткових сателiтiв декiлькох порядкiв з тонкою стру-
ктурою. Вертикальний порядок точок у шарах НҐ впливає на ширину
дифузних максимумiв у напрямку Qz (тобто у напрямку росту). Як
можна спостерiгати, ця ширина не залежить вiд порядку сателiта, i
вона така ж, як i ширина когерентних максимумiв (вимiрювання для
Qx = 0). Когерентнi ширини в наших вимiрюваннях приблизно до-
рiвнюють 2π/ND). З цих вимiрювань оцiнено вертикальну довжину
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кореляцiї ξcorr/(ND) > 0,65 i зроблено висновок, що бiльше половини
точок вертикально впорядкованi.
Данi з аналiзу експериментальних КДВ свiдчать, що багатошарова

структура має хорошу кристалiчну якiсть, а межа роздiлу мiж бар’-
єрними шарами GaAs i КЯ Ga1−xInxAs iз вмiстом iндiю 0,20–0,25 чi-
тка i когерентна. Подальше пiдвищення концентрацiї iндiю в твердому
розчинi призводить до виникнення латеральних модуляцiй складу з
подальшим зародженням (вздовж цих модуляцiй) тривимiрних утво-
рень у виглядi острiвцiв. При цьому формування латеральних моду-
ляцiй складу вiдбувається в строго визначених кристалографiчних на-
прямках [110], i зумовлене анiзотропiєю в розподiлi пружних постiйних
i поверхневих зв’язкiв для напрямкiв [110] i [11̄0] у структурi цинко-
вої обманки. Цi модуляцiї складу i задають латеральне впорядкування
острiвцiв, що зароджуються в певних напрямках, у нашому випадку —
вздовж [110] з перiодичнiстю латеральних модуляцiй. В iнших криста-
лографiчних напрямках [11̄0] це впорядкування вiдбувається при дещо
менших концентрацiях iндiю, про що свiдчать i карти розподiлу дифу-
зної iнтенсивностi в оберненому просторi.

4.5.3. Рентгенодифрактометричнi дослiдження
деформацiйного стану гетероструктур
InGaAsSbN/GaAs з квантовими ямами

Останнiм часом зрiс iнтерес до довгохвильових лазерних дiодiв (1,3–
1,55 мкм) завдяки можливостi виробництва нових оптоелектронних
приладiв (квантово-розмiрних лазерiв, фотодетекторiв та iн.) [149]. У
багатьох роботах [150–152] зазначено, що хорошою основою для отри-
мання таких дiодiв є вирощенi молекулярно-променевою епiтаксiєю
багатошаровi структури з квантовими ямами (КЯ) типу InGaAs, се-
ред яких особливо перспективний InGaAsN/GaAs. Проте через вели-
ку межу розчинностi цих матерiалiв залишаються поки труднощi при
отриманнi випромiнювання на довжинах хвиль, бiльших, нiж 1,3 мкм.
До того ж величезнi труднощi викликає отримання сполук InGaAsN i
GaNAs хорошої якостi. Їх структурна досконалiсть швидко погiршує-
ться зi збiльшенням вмiсту азоту (N), який призводить до швидкого
збiльшення локальної деформацiї i кластеризацiї в деформованих ша-
рах [153]. Для полiпшення структурних характеристик КЯ в процесi
зростання використовують Sb у якостi поверхнево-активної речови-
ни [154]. Зазначимо, що в плiвках напiвпровiдникових сполук III–V вiд-
бувається спонтанна поперечна модуляцiя складу, яка призводить до
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сильних змiн оптоелектричних властивостей напiвпровiдникових ма-
терiалiв. Серед спонтанно впорядкованих наноструктур, характерних
для сполук InGaNAs, за високої концентрацiї азоту i iндiю видiлимо
як утворення неоднорiдностей складу за iндiєм i азотом, так i утво-
рення перiодичних структур плоских доменiв [155]. У таких системах
сусiднi домени розрiзняються сталою кристалiчної ґратки i структу-
рою поверхнi, а отже, доменнi межi є джерелами далекодiючих полiв
пружних деформацiй.
Цi чинники ускладнюють, а iнколи роблять неможливою iнтерпре-

тацiю i аналiз рентгенiвських дифракцiйних спектрiв, одержаних вiд
цих структур. У багатьох роботах [156–158] дослiджувалися речови-
ни такого типу. Так при дослiдженнi комплексної лазерної структури
InGaAs/GaAs ([115]) автори спостерiгали незвичайний дифракцiйний
ефект осцилювального розподiлу дифрагованої iнтенсивностi в обер-
неному просторi, вiдомий як «wiggles». Подiбний ефект також спосте-
рiгався i для iнших структур (SiGe, AlGaAs), як багатошарових, так
i одношарових. Проте спроби iнтерпретувати цi спектри i одержати
достовiрнi структурнi параметри не були успiшними.
Описанi вище структурнi особливостi напiвпровiдникових матерiа-

лiв i їх вплив на дифракцiю рентгенiвських променiв призводять до
необхiдностi застосування комплексу рiзноманiтних високороздiльних
методiв для дослiджень. Проте навiть не зважаючи на це, проблема
пояснення дифракцiї вiд таких структур все ще далека вiд завершен-
ня. Тому метою цього пункту є пояснення даного ефекту за резуль-
татами власних дослiджень впливу анiзотропiї деформацiйних полiв
i латерального розподiлу компонент у КЯ i прилеглих до неї шарах
на дифракцiйнi спектри i двовимiрнi карти розподiлу iнтенсивностi в
оберненому просторi. Схему багатошарової структури з описаною КЯ
зображено на рис. 4.21. Товщина КЯ — 6 нм, x = 0,22 (In). Товщи-
на шару значно менша за критичну товщину утворення дислокацiй
невiдповiдностi.
Вiдомо, що легування азотом (N) у трикомпонентному InxGa1−xAs

призводить не лише до локальних структурних змiн при замiщеннi As,
а й до можливих змiн локальної структури навколо домiшок In. Дода-
вання атомiв In у GaAs збiльшує сталу ґратки i заборонену зону, тодi
як впровадження атомiв N в GaAs зменшує i сталу ґратки, i заборонену
зону [160,161]. Крiм того, введення In i N може збiльшити деформацiї
стиснення i розтягування в тонких плiвках InxGa1−xAs1−yNy, обло-
жених на GaAs. Тому, можливо, що морфологiя гетерограницi подiлу
активно впливає на формування фiзичних властивостей такої багато-
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Рис. 4.21. Схематичне зображення дослiджуваних зразкiв

шарової структури. При цьому, хоча додавання N у InGaAs зменшує
невiдповiднiсть ґраток мiж InGaAsN i GaAs, можливий так званий
3D-рiст (острiвцевий) шару InGaAsN [154].
З метою вивчення як деформацiй, так i розорiєнтацiй у лазерних

структурах одержано двовимiрнi карти розподiлу iнтенсивностi навко-
ло вузлiв оберненої ґратки як симетричних 400, так i асиметричних 113
i 224. Карти оберненого простору для вузла 400 показали коливальний
розподiл iнтенсивностi вздовж нормалi до поверхнi структури, вiдомий
в лiтературi як «змiйка» (wiggles) (рис. 4.22).
Азимутальнi дослiдження розподiлу iнтенсивностi для цього вузла

показали наявнiсть цiєї змiйки для рiзних кристалографiчних напрям-
кiв. Проте в азимутальному напрямку [110] такий розподiл виявився
дуже широким на ω-сканi, одержаному для пiка пiдкладки. В деяких
зразках вiн має дуже велику напiвширину (рис. 4.23). Причому iнколи
виразно спостерiгається кiлька максимумiв, що свiдчить про наявнiсть
у структурi кiлькох розорiєнтованих областей (блочна структура), що
вiдповiдають шарам арсенiду галiю.
Аналiз карт розподiлу iнтенсивностi в оберненому просторi призво-

дить до наступної моделi деформацiї i розорiєнтацiї в цих структурах.
Наявнiсть змiйки в усьому iнтервалi азимутальних кутiв свiдчить про
те, що розорiєнтацiї не мають яскраво вираженого одного напрямку,
тобто мають рiзну кристалографiчну прив’язку.
Вiдомо, що пiд час епiтаксiйного осадження InGaAs-GaAs шарiв

процес формування латеральних модуляцiй складу iстотно змiнює ха-
рактер розподiлу пружних деформацiй порiвняно з плоскими шарами.
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Рис. 4.22. Карти розподiлу iнтенсивностi навколо вузла 004 для структури InGaAsN
для рiзних азимутальних напрямкiв вiдносно [110]: 0; 90; 180 i 270◦

При цьому реалiзується анiзотропний характер розподiлу деформацiй
вiдносно кристалографiчних напрямкiв типу 〈011〉, що зумовлює анiзо-
тропiю структурних параметрiв (наприклад, пониження структурної
симетрiї), яка спостерiгається в планарних гетероструктурах. За на-
явностi напружень композицiя сполуки варiюється вздовж напрямку
хвилястостi, оскiльки бiльшi атоми прагнуть об’єднатись у кластери,
коли ґратка розширена, а меншi — коли стиснута.
Симетрiя перiодичних структур плоских доменiв (модуляцiй скла-

ду) визначається як симетрiєю тензора поверхневих натягiв, так i си-
метрiєю об’ємних пружних модулiв пiдкладки. Головнi осi тензорiв по-
верхневих натягiв GaAs i InAs — [11̄0] i [110], а об’ємнi пружнi власти-
востi матерiалiв визначенi напрямками осей найлегшого стиску [100] i
[010]. Таким чином, iснує перехiд вiд орiєнтацiї пружних доменiв при
субмоношаровому покриттi в напрямку [11̄0] (див. [162,163]) до орiєн-
тацiї в напрямку [100] i [010] при покриттi 1,0–1,5 МШ. Цей перехiд
можна бути iнтерпретувати як результат росту внеску розузгодження
параметрiв ґратки в полi пружних напружень порiвняно з внеском,
обумовленим стрибком тензора поверхневих натягiв на границi двох
фаз. Таке зростання пов’язане зi збiльшенням об’єму осадженого InAs.
Тобто вiдбувається плавне закручування кристалографiчних площин
ґратки вiд напрямку [11̄0] до напрямку [100] у ближчих до поверхнi
квантової ями областях, яке зумовлене наявнiстю областей iз рiзним
складом. Те, що цi перетворення вiдбуваються в ямi i ближнiх iнтер-
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Рис. 4.23. Поперечнi скани поблизу вузла 004 шарiв GaAs для структур InGaAsN

фейсах, пiдтверджує поведiнка розподiлу iнтенсивностi на асиметри-
чних рефлексах (рис. 4.24).
Ефект змiйки не спостерiгається нi для 224, нi для 113 рефлексiв.

Чисельнi розрахунки також пiдтвердили, що область ями не впливає
на асиметричну дифракцiю, тобто в основному вона визначається за-
хисним шаром.
Оскiльки домени не спостерiгаються в структурах зi складом iндiю

0,2, можна зробити висновок про те, що стимулятором цих формувань
є значення концентрацiї атомiв In. Пiдтвердженням цьому є результати
експериментiв, одержанi на багатошарових структурах InGaAs/GaAs
iз вмiстом iндiю приблизно 0,25–0,28, у яких спостерiгалося латеральне
впорядкування (латеральнi модуляцiї складу) [142]. Структурна анi-
зотропiя впливає на дифракцiю рентгенiвських променiв, що дозволяє
використовувати високороздiльну X-променеву дифрактометрiю для
дослiдження анiзотропiї пружних деформацiй.
Вивчення структур з когерентно напруженою InGaAs(N) одини-

чною квантовою ямою методами ВРХД доводить, що введення сур-
ми призводить до полiпшення меж роздiлу в гетеропереходi навiть у
потенцiйних ямах, що мiстять азот, вирощених при вiдносно високих
температурах. Проте, це не може запобiгти утворенню розширених
дефектiв, якi видно на картах ВРХД як коливання iнтерференцiї у
напрямку нормалi до (100) поверхнi, вiдоме як змiйка. Змiйка спосте-
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Рис. 4.24. Карта розподiлу iнтенсивностi навколо вузла 113 для структур
InGaAsSbN

рiгається у всiх дослiджуваних структурах, i припускається, що вона
зумовлена дiєю двох чинникiв: симетрiї власного тензора зовнiшнього
напруження i симетрiї пружного модуля матерiалу пiдкладки, який
призводить до змiни нахилiв кристалографiчних площин з глибиною
як у потенцiйнiй ямi, так i в межах бар’єрного шару. Останнє призво-
дить до формування анiзотропного характеру розподiлу деформацiй,
а також розорiєнтацiй ґратки в багатошаровiй структурi, що викликає
орторомбiчнi вiдхилення вiд тетрагональної псевдоморфної деформа-
цiї, характерної для гетеросистеми з плоскими шарами.

4.5.4. Гексагональнi гетероструктури

У цьому пунктi показано можливостi X-дифрактометричного дослi-
дження i порiвняння структурної досконалостi GaN шарiв, вирощених
на пiдкладцi (0001) сапфiру. Наведено результати дослiджень гетеро-
структур (ГС) на основi нiтриду галiю AlGaN/GaN, якi були вирощенi
методом хiмiчного осадження при низькому тиску iз газової фази ме-
талорганiчних сполук (метод MOVPE) на пiдкладках Al2O3 з орiєнта-
цiєю (0001). Дослiдження проводились на зразках, що являли собою
ГС AlGaN/GaN на пiдкладках рiзної товщини 300 мкм i 4 мм.
Методами тривiсної дифрактометрiї i шляхом побудови карт роз-

подiлу iнтенсивностi навколо вузлiв в оберненому просторi дослi-
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Рис. 4.25. КОП для структури AlGaN поблизу вузла 1̄1̄24

джувалась структурна досконалiсть експериментальних зразкiв. За-
стосованi експериментальнi схеми дозволяли отримувати два перерi-
зи вузлiв оберненої ґратки: перпендикулярно (ω-сканування) i пара-
лельно (ω/2θ-сканування) вектору дифракцiї. Вимiрювались рефле-
кси 0004 (симетричний) i 101̄2, 1̄1̄24 (асиметричнi) для двох напрям-
кiв вiдносно вектора дифракцiї Q. Всi вимiрювання виконано на X-
променевому дифрактометрi «PANalytical X’Pert MRD». Використан-
ня асиметричної бреггiвської геометрiї дозволяє поєднати властивостi
симетричних брегг- i лауе-дифракцiй. Оскiльки трикристальна дифра-
ктометрiя дозволяє вiдокремити ефекти, пов’язанi зi змiною мiжпло-
щинної вiддалi i розворотом атомних площин, то аналiз розподiлу iн-
тенсивностi в системi осей координат (qH , qα), направлених вiдповiдно
паралельно i перпендикулярно вектору H, дає змогу визначати ко-
жний iз внескiв окремо [164]. Розглянемо застосування КОП для ана-
лiзу гексагональних структур GaN/AlxGa1−xN/(001)GaN/Al2O3, ви-
рощених методом MOCVD. КОП отримано поблизу 0002, 0004 та 1̄1̄24
GaN рефлексiв. Карту, зображену на рис. 4.25, знято для гетеростру-
ктури, утвореної з 80 нм товстого шару AlxGa1−xN (x = 0,1) i шару
GаN товщиною 2,5 мм. Останнiй був вирощений на сапфiрi i слугував
еталонною пiдкладкою у рентгенiвських вимiрюваннях. Гетеростру-
ктура була покрита захисним шаром GaN товщиною 114 нм. Точка S
на рис. 4.25 вказує на дифракцiйний пiк вiд пiдкладки GаN. Розподiл
дифракцiйної iнтенсивностi зверху вiд S належить шару AlxGa1−xN
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i сконцентровано навколо точки L оберненої ґратки. Ширший розпо-
дiл iнтенсивностей порiвняно з рис. 4.1 зумовлено зазначеною вище
замiною кристалiчного аналiзатора на вузьку щiлину для збiльшен-
ня статистики рахунку у випадку GaN-базових структур. Проте ми
можемо однозначно провести лiнiю SL через центри контурiв рiвної
iнтенсивностi. Нахил лiнiї SL (суцiльна лiнiя на рис. 4.11) у нашому
випадку згiдно рiвняння (4.36) вiдповiдає ЛПД, тобто β = 0. Це пiд-
тверджує повнiстю напружений стан тонкого шару AlxGa1−xN i дозво-
ляє в подальших дослiдженнях оцiнювати iндукованi деформацiйними
полями напруження в структурах AlxGa1−xN/GaN з квантовими яма-
ми [128].

4.5.5. Дислокацiйна структура GaN шарiв
за даними X-променевих вимiрювань
тензора мiкродисторсiї

Найбiльш поширеним типом порушень в епiтаксiйних гетеросисте-
мах GaN є сiтки дислокацiй невiдповiдностi. Як правило, цi систе-
ми прямолiнiйних дислокацiй, розташованих паралельно гетерогра-
ницi в декiлькох характерних напрямках. Крайовi компоненти векто-
рiв Бюргерса цих дислокацiй призводять до зсуву перпендикулярних
до поверхнi атомних площин плiвки вiдносно площин пiдкладки, по-
яви тангенцiйної невiдповiдностi мiжплощинних вiддалей i частково-
го або повного зняття напружень у системi плiвка–пiдкладка. Очеви-
дно, вплив дислокацiйних сiток на дифракцiю має зводитись до двох
основних чинникiв: по-перше, появи вiдмiнних вiд нуля тангенцiйних
компонент змiщень центра вiдбиття Q i, по-друге, до розширення ди-
фракцiйних максимумiв.
Використання як симетричної, так i асиметричноїX-променевої ди-

фракцiї лише в геометрiї Брегга вимагає додаткового моделювання
спiввiдношення внескiв мiкророзорiєнтацiй, мiкродеформацiй i розмiр-
ного ефекту (через мiкрозерна) в експериментально вимiряне розши-
рення дифракцiйних кривих, що ускладнює аналiз дефектної структу-
ри [165]. Крiм того, мозаїчна модель, що зазвичай використовується,
не розглядає структурнi дефекти i пов’язану з ними деформацiю в
самих мiкрозернах.
Недавно у [166] запропоновано новий пiдхiд до характеризацiї стру-

ктурної досконалостi сильно розузгоджених епiтаксiйних шарiв, за-
снований на X-променевому вимiрюваннi компонент тензора мiкро-
дисторсiї 〈εij〉. У гексагональному GaN тензор мiкродисторсiї скла-
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дається лише з п’яти незалежних компонент. Щоб виокремити впли-
ви на розширення дифракцiйних кривих через компоненти тензора
〈εij〉 i розмiри мiкрозерен паралельно (τx) i перпендикулярно поверх-
нi (τz), разом з бреггiвською вiдбивною геометрiєю використовувались
вимiрювання дифрагованої iнтенсивностi в симетричнiй геометрiї Лауе
(проходження). Бреггiвська трикристальна ω-крива мiстить iнформа-
цiю про εzx i τx, (ω/2θ)-крива — про εzz i τx. У геометрiї Лауе iз ω-
кривої отримують εxz i τz, а iз (ω/2θ)-кривої — εxx i τx. Таким чином,
застосування двох мод сканування в двох симетричних геометрiях ди-
фракцiї дозволило вимiряти кожну iз компонент тензора мiкродистор-
сiї без додаткових припущень про їх спiввiдношення в вимiрюваних
напiвширинах, що пiдвищило однозначнiсть трактування результатiв.
Компонента εxy, пов’язана з мiкродисторсiями в площинi шару, отри-
мувалась iз вимiрювань рефлексiв типу (101l) аналогiчно [167]. При
аналiзi дислокацiйної структури шарiв використано зв’язок компонент
〈εij〉 з геометрiєю i типом дислокацiй у GaN [168].

X-дифракцiйнi вимiрювання проводились як на двокристальному,
так i трикристальному дифрактометрi (ТКД) у симетричних геоме-
трiях Брегга (0002, 0004 i 101l рефлекси, CuKα1) i Лауе (1010 i 2020,
MoKα1), а також асиметричної геометрiї Брегга (1124). На ТКД ви-
мiрювались напiвширини (ΔΩ) на половинi максимуму (НШНМ) iн-
тенсивностi кривих ω- i (ω/2θ)-сканування. Для всiх зразкiв спосте-
рiгались такi особливостi вимiряних напiвширин: а) ΔΩω � ΔΩω−2θ,
б)ΔΩ0002 > ΔΩ0004, в)ΔΩω−2θ ∼ tg θ, г)ΔΩ1124 < ΔΩ0002, д)ΔΩ0002 >
ΔΩ1010. Аналiз НШНМ за [166] показав, що разом iз розмiрним ефе-
ктом розширення ω-кривих визначається двома компонентами. Пер-
ша пов’язана з кутовим розворотом мiкрозерен. Друга зумовлена де-
фектами в самих мiкрозернах, в основному — проростаючими верти-
кальними гвинтовими i крайовими дислокацiями. Для розрахованих
iз експериментальних напiвширин компонент 〈εij〉 характернi такi за-
гальнi закономiрностi: а) 〈εzx〉 > 〈εxz〉, тобто мiкророзорiєнтацiї пло-
щин, паралельних поверхнi, бiльша, нiж перпендикулярних до неї i
б) 〈εxx〉 > 〈εzz〉, що вiдповiдає вищому рiвню мiкродеформацiї пло-
щин, перпендикулярних поверхнi, порiвняно з паралельними поверхнi
площинами. Значна вiдмiннiсть мiж компонентами для товстого GaN,
вирощеного на сапфiрi, i для тонкого GaN шарiв пов’язана з рiзним
рiвнем їх структурної досконалостi. Дефектна структура всiх дослi-
джуваних шарiв характерна наявнiстю в них великої кiлькостi верти-
кальних гвинтових i крайових (на 2 порядки бiльше) дислокацiй. Зна-
йдено, що щiльнiсть вертикальних гвинтових дислокацiй знижується
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в товстому GaN шарi в 4 рази порiвняно з тонким шаром GaN (0,75 i
2,70 · 108 см2, вiдповiдно). Щiльнiсть вертикальних крайових дислока-
цiй у товстому шарi на GaN пiдкладцi нижче в 4 рази, нiж при ростi
товстого шару безпосередньо на сапфiрi (1,13 i 4,87 ·1010 см2, вiдповiд-
но). Близькiсть значень щiльностi вертикальних крайових дислокацiй,
отриманих iз 〈εxx〉 i 〈εxy〉 свiдчить про переважне розташування цих
дислокацiй в об’ємi мiкрозерен. Екстремально низьке значення напiв-
ширини ω — ТКД кривої в геометрiї Лауе (62 кут. с) для товстого GaN
шару на GaN пiдкладцi дає пiдстави вважати його монокристалiчним
iз незначною кiлькостю мiкрокристалiчних областей.
Побудова двовимiрного розподiлу поблизу вузла асиметричного

бреггiвського рефлексу у виглядi контурiв рiвної iнтенсивностi дозво-
ляє безпосередньо зафiксувати положення центрiв вiдбиття шарiв у
площинi розсiяння i визначити координати qH i qα кожного з них.
У разi когерентної межi мiж плiвкою i пiдкладкою вiдповiднi вузли
оберненої ґратки, як вже було сказано вище (див.рис. 4.25), лежать
на напрямi нормалi до поверхнi, що проходить через вузол H0. При
повнiй компенсацiї напружень (εzz = εxx) qα = 0, i точки H1 i H0

лежать уздовж вектора дифракцiї (осi qH) (рис. 4.26). У загальному
випадку часткової релаксацiї вузол плiвки повинен розташовуватися в
гострокутному секторi, утвореному векторами дифракцiї i нормалi до
поверхнi, що проходять через вузол H0 (рис. 4.27).

Рис. 4.26. КОП для структури AlGaN/GaN поблизу вузла 1̄1̄02
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Рис. 4.27. КОП для частково релаксованої структури

Проте за деяких обставин точка H1 може виходити за межi цьо-
го сектора. По-перше, при нерiвностi нулю недiагональних компонент
тензора дисторсiї, тобто за наявностi зсувних деформацiй i розворотiв.
По-друге, в результатi дiї термiчних напружень, зокрема, коли рiзниця
коефiцiєнтiв теплового розширення плiвки i пiдкладки Δα = α1 − α0

має той же знак, що i Δa = a1−a0. По-третє, до можливих нестандар-
тних зсувiв центра вiдбиття можуть призводити дефекти пакування.
Численнi експерименти довели, що дислокацiйнi сiтки, локалiзова-

нi на гетерограницi, викликають розтяг дифракцiйної картини (вузла
оберненої ґратки) в напрямку, перпендикулярному вектору оберненої
ґратки (рис. 4.28), незалежно вiд напрямку останнього [124,169].
Пiки ω-сканування вiд шарiв розширенi i мають форму, подiбну

до розподiлу Гаусса, а розподiл iнтенсивностi навколо вузлiв — фор-
му елiпсiв, витягнутих перпендикулярно до Q. При цьому розшире-
ння дифракцiйних лiнiй уздовж Q набагато менше, що пояснюється
як загальною властивiстю дислокацiйних ансамблiв (дислокацiї при-
зводять, в основному, до розворотiв кристалiчних площин), так i тен-
денцiєю до утворення згусткiв однойменних дислокацiй в упорядко-
ванiй сiтцi. Якщо вплив дислокацiйних сiток ще укладається в рам-
ки описаної вище блокової моделi, то для структур з проростаючими
дислокацiями першi ж роботи з використанням комбiнацiї декiлькох
геометрiй дифракцiї (симетричної i асиметричної за Бреггом, бреггiв-
ської i лауевської дифракцiї) показали, що розорiєнтацiйне i деформа-
цiйне розширення можуть не спiвпадати для рiзних геометрiй вiдбит-
тя [166,170,171].



4.5. Вимiрювання КОП у гетероструктурах 191

Рис. 4.28. КОП для структури AlGaN/GaN/AlN поблизу вузла 101̄4 шару GaN

Тому в [172, 173] запропоновано бiльш загальний пiдхiд до аналiзу
розширень i дислокацiйної структури епiтаксiйних шарiв. Епiтаксiй-
нi шари характеризуються компонентами тензора середньої дисторсiї
〈εij〉 i їх середньоквадратичними вiдхиленнями εij (компонентами мi-
кродисторсiї). Значення 〈εij〉 описують змiну параметрiв середньої еле-
ментарної комiрки щодо монокристала тiєї ж орiєнтацiї. В оберненому
просторi вони визначають положення вузла оберненої ґратки.
Компоненти мiкродисторсiї εij викликанi локальними полями зсу-

вiв навколо структурних дефектiв. Дiагональнi компоненти означають
локальнi змiни Δc/c i Δa/a мiжплощинних вiдстаней, недiагональнi —
розвороти локальних областей i деформацiю зсуву. Мiкродисторсiя зу-
мовлює розширення розподiлу iнтенсивностi навколо вузлiв оберненої
ґратки:

δHi =
∑

δjiHj . (4.52)

Зв’язок мiж δH i кутовою шириною трикристальних кривих за-
лежить вiд моди сканування: w = δH/H для ω- i w = δH/k · cos θ
для ω/2θ-кривих. Для симетричних рефлексiв, де H = Hz, Hx або Hy

(напрямок z паралельний до нормалi n, осi x i y лежать у площинi по-
верхнi), напiвширина кожного сканування (ω i ω/2θ) пов’язана тiльки
з однiєю компонентою εij .
При аналiзi враховується додаткове розширення рефлексiв вна-

слiдок обмежених розмiрiв областей когерентного розсiяння згiдно
δHi = 1/〈τi〉. Для вiдокремлення внескiв мiкродисторсiї i розмiрно-
го ефекту вимiрюються два порядки вiдбиття в кожнiй геометрiї i



192 Роздiл 4. Дослiдження напружень i композицiйного складу

використовується рiзна залежнiсть їх вiд бреггiвського кута. Для ви-
сокосиметричних орiєнтацiй кристала площини, паралельнi поверхнi,
iзотропнi, напрямки x i y рiвнозначнi, i кiлькiсть незалежних компо-
нент εij зменшується до п’яти. З вимiрювань у трьох симетричних
геометрiях (Брегга, Лауе i ковзнiй) знаходять всi п’ять компонент εij i
розмiри когерентних областей у напрямку нормальному до iнтерфейсу
(τz) i паралельному (τx). У симетричнiй бреггiвськiй геометрiї (H||z)
визначаються εzz i εzx, у симетричнiй лауе-дифракцiї (H||x, n лежить
у площинi дифракцiї) — εxx i εxz, у ковзнiй геометрiї (H||y, n перпен-
дикулярний до площини дифракцiї) — εxx i εxy.
Компоненти тензора мiкродисторсiї можна пов’язати з певними си-

стемами дислокацiй в епiтаксiйному шарi. Згiдно з [167] для ансамблiв
прямолiнiйних дислокацiй розподiл iнтенсивностi дифракцiї навколо
вузлiв оберненої ґратки має форму дискiв, перпендикулярних до лi-
нiї дислокацiї, а ширина гауссiвського розподiлу в них визначається
добутком (H · b), де b — вектор Бюргерса дислокацiй. Схема зв’язку
мiж рiзними прямолiнiйними сiмействами дислокацiй, компонентами
мiкродисторсiї i формою розширення вузлiв оберненої ґратки зобра-
жено у табл. 2.
З таблицi видно, що паралельнi iнтерфейсу крайовi дислокацiї да-

ють внесок у εxx, εzz, εxz, εzx; паралельнi iнтерфейсу гвинтовi дис-
локацiї — в εxy i εxz. Крайовi дислокацiї, перпендикулярнi iнтерфей-
су, призводять до розширень у симетричнiй лауе- i ковзнiй геометрiї
(компоненти εxx та εxy) i нiяк не позначаються на симетричних бреггiв-
ських вiдбиттях. Крiм того, вертикальнi гвинтовi дислокацiї виклика-
ють тiльки розширення ω-моди в симетричнiй бреггiвськiй геометрiї
i не фiксуються в iнших симетричних сканах. Оскiльки ковзна гео-
метрiя дифракцiї має малу глибиною проникнення випромiнювання,
то її можна замiнити вимiрюванням ряду некомпланарних рефлексiв
(наприклад, типу (001̄l) для гексагональних структур) вiд дифрагу-
ючих площин, що утворюють великi кути з поверхнею (нормаль n
не лежить у площинi розсiяння) [174]. При цьому в бiльшостi робiт
граничнi значення напiвширини двокристальних пiкiв таких вiдбиттiв
пов’язуються лише з так званим крученням (twist), тобто компонен-
тою εxy.
Зазначенi властивостi призводять до розширення вузлiв оберненої

ґратки GaN-шарiв у напрямку паралельному поверхнi, причому це
спостерiгається для рефлексiв рiзної геометрiї. Звiдси випливає ви-
сновок про iснування в шарах A3-нiтридiв переважної щiльностi, що
проростають перпендикулярно до гетерограницi дислокацiй гвинтово-
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Таблиця 2. Зв’язок мiж розподiлом iнтенсивностi навколо вузлiв оберненої ґратки,
компонентами тензора мiкродисторсiй i типом дислокацiй

Прямий простiр eij

Обернений простiр
θ-скан θ/2θ-скан

ezx

exx

exx

exx

exx

ezx

ezz

exy

exx

го i крайового типiв (див. табл. 2). Тодi щiльнiсть перших визначає-
ться з рiзницi квадратiв двох недiагональних компонент εzx i εxz за
формулою 〈δεij〉2 = 0,8b2ρ, а густина других — з рiзницi дiагональних
компонент εxx i εzz за формулою 〈δεii〉2 = K(5b2ρ/(16π2))| ln(2·10−7)ρ|.
Використовуючи компоненти εxx i εxy (перша визначається з вимiрю-
вань у лауе-геометрiї, друга — з ковзної дифракцiї), можна вiдокре-
мити внески вiд крайових дислокацiй, хаотично розподiлених у шарi,
i тих, що утворюють малокутовi межi, i визначити щiльнiсть обох.
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Основним джерелом розширення X-променевих рефлексiв в епiта-
ксiйних системах iз дислокацiйними сiтками є розорiєнтацiї когерен-
тних областей, а внесок, зумовлений зменшенням розмiрiв цих обла-
стей при лiнiйнiй щiльностi сiток до 105 см−1, значно менший. Крiм
того, плоска конфiгурацiя сiток не повинна викликати помiтних змiн
когерентних розмiрiв у нормальному до гетерограницi напрямку. Все
це в сукупностi призводить до висновку, що домiнуючим впливом дис-
локацiйних сiток є розширення дифракцiї перпендикулярно вектору
оберненої ґратки незалежно вiд геометрiї вимiрювання.
Процедура аналiзу частково релаксованих структур дає змогу

отримати значну кiлькiсть iнформацiї. Типовий розподiл iнтенсивностi
в оберненому просторi для частково релаксованих структур наведено
на рис. 4.29, з якого макроскопiчний нахил може бути отриманий з 004
вiдбиттiв, тому що поверхнева нормаль спрямована вздовж [001]. Цi
карти також дають параметр ґратки вздовж напрямку [001] порiвня-
но з пiдкладкою. Вiдбиття 115 мiстять компоненти параметра ґратки в
площинi. Оскiльки нахил площин i перпендикулярна деформацiя вiдо-
мi, то останнi можна отримати [9]. Так, на цiй стадiї макроскопiчний
нахил, враховуючи два ортогональних внески, параметри ґратки —
нормальнi в поверхневiй площинi — можна отримати прямим спосо-
бом, тодi як мiкроскопiчний нахил i латеральнi довжини кореляцiї
вiдрiзняються менше. Останнiй пункт розглянемо детальнiше. В iде-
альному випадку карта оберненого простору повинна моделюватися,
проте ми застосуємо прагматичнiший пiдхiд. Мiкроскопiчний нахил
для областей зразка з однаковими параметрами ґратки перпендику-
лярний до радiального напрямку, тодi як кожна в площинi довжина
кореляцiї перпендикулярна нормалi до поверхнi (рис. 4.29). Тому, ви-
мiрюючи КОП iнтенсивностi розсiяння вiд кристалiчних площин, роз-
ташованих вздовж нормалi до поверхнi, цi рiзнi компоненти можуть
бути вiдокремленi. Потрiбно пам’ятати, однак, що мозаїчнi блоки, якi
вносять вклад у довжини кореляцiї, через їх скiнченний латеральний
розмiр, також впливають на дифракцiю через їх розширення для пев-
них орiєнтацiй. Повна форма кривих стає досить складним спотворе-
нням у двох вимiрах. Розглядаючи розширення через мiкроскопiчний
нахил i кiнцевi розмiри, можна роздiлити цi два ефекти.
З дiаграми на рис. 4.29 видно, що iснують два внески в ширину

профiлю, а саме, мiкроскопiчний, нахил i латеральнi довжини кореля-
цiї. Через ефект змазування i скручування, описана вище форма вузла
буде приблизно елiптичною вiдносно осi, яка є промiжною мiж цими
двома крайнiми випадками. Згiдно з простими тригонометричними ви-
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Рис. 4.29. Схема розподiлу iнтенсивностi в оберненому просторi для гетеростру-
ктури з частковою релаксацiєю

разами (рис. 4.30), вiдношенням цих двох внескiв можна задати

L1

L2
=

cos ξ

cos(φ + ξ)
. (4.53)

а вимiряне розширення L3 в термiнах L1 задається так:

L3

L1
=

sin φ

cos ξ
. (4.54)

Отже, iз цих спiввiдношень iндивiдуальнi внески L1, i L2 можна отри-
мати в ω-шкалi. Кут ξ є кутом мiж лiнiєю, що проходить через вiсь
елiпса профiлю шару, i радiальним напрямком до джерела (рис. 4.30).
Походження латеральної довжини кореляцiї є простим (ΔSg), де:

ΔωL1 = L1(cos φ + sin φ tg θ) (4.55)

i
Δ(2ω)L1 =

L1 sin φ

cos θ
. (4.56)

Тут мiкроскопiчнi нахили записуються у виглядi

ΔωL1 = L2. (4.57)

Таким чином, отримання двовимiрного розподiлу iнтенсивностi для
асиметричної бреггiвської дифракцiї дозволяє отримати таку iнфор-
мацiю про епiтаксiйнi шари: 1) при вимiрюваннях на одному рефлексi
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Рис. 4.30. Схема, яка показує можливiсть визначення параметрiв структури з ха-
рактеристик розподiлу iнтенсивностi в оберненому просторi

визначати одночасно як нормальну (εzz), так i тангенцiйну (εxx) ком-
поненти рiзницi мiжплощинних вiддалей вiд окремих шарiв в кристалi;
2) розподiл iнтенсивностi в нормальному до Q напрямку має гауссiв-
ську форму, хоча i з бiльш повiльним зменшенням iнтенсивностi на
хвостах 1/q3,5−4,0, у той час як вздовж вектора оберненої ґратки iн-
тенсивнiсть зменшується за квадратичним законом 1/q2. Сiтки дисло-
кацiй, локалiзованi на гетерограницi, зумовлюють появу ненульових
компонент середньої дисторсiї i розширення дифракцiї за нормаллю
до вектора оберненої ґратки незалежно вiд напрямку останнього. На-
хиленi проростаючi дислокацiї призводять до розширення рефлексiв
як в поперечному, так i поздовжньому до Q напрямках, причому пер-
ше з них помiтно бiльше. Дефекти типу видiлень призводять до появи
розмитого навколо вузла оберненої ґратки дифузного розсiяння при
збереженнi (у тiй чи iншiй мiрi) вузькоспрямованого вздовж нормалi
до поверхнi когерентного розсiяння (рис. 4.31).
Така рiзна чутливiсть до дефектiв для двох взаємоперпендикуляр-

них розподiлiв пояснюється кiлькома причинами. По-перше, суттєвою
є геометрична будова плоских гетероструктур, для яких усi початко-
вi параметри (товщина, склад, деформацiя) змiнюються за нормаллю
до поверхнi i, вочевидь, можуть зумовити сильну змiну в розподiлi
iнтенсивностi в напрямку Q (у бреггiвськiй геометрiї). У перпендику-
лярному ж напрямку на розподiл впливають лише дефекти. По-друге,
як показано вище, характер дислокацiйних структур в епiтаксiйних
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Рис. 4.31. КОП для структури AlGaN/GaN/AlN поблизу вузла 0004

шарах такий, що вони помiтно впливають на розподiл дифрагованої
iнтенсивностi за нормаллю до Q. По-третє, має значення характер па-
дiння iнтенсивностi при вiддаленнi вiд вузла в двох напрямках. Iнтен-
сивнiсть дифузного розсiяння, як вiдомо з [173,175–177], зменшується
як 1/q1 1/q3 (з урахуванням вертикальної розбiжностi) однаково в усiх
напрямках, а дислокацiй отримуємо швидкi гауссiвськi змiни перпен-
дикулярно до Q i бiльш повiльнi квадратичнi вздовж нього.
Розширений пiк гауссiвської форми вказує на наявнiсть дислока-

цiй. Однак за однiєю лише ω-кривою не можна визначити, чи має-
мо справу з сiткою дислокацiй невiдповiдностi, чи з проростаючими
дислокацiями. Щоб роздiлити цi випадки, необхiдно, як зазначено ви-
ще, проаналiзувати кутову ширину вздовж вектора дифракцiї. Якщо
йдеться про товстi шари (1 мкм i бiльше), то розширення вздовж Q
порiвняно з розрахунковою шириною динамiчного розсiяння свiдчить
про наявнiсть у шарi проростаючих дислокацiй. Складнiше з тонкими
шарами, де ширина пiка у поздовжньому напрямку визначається його
малою товщиною, i на цьому фонi додаткове розширення, пов’язане з
дислокацiями, може бути непомiтним. У цьому випадку потрiбний до-
датковий аналiз величини w iз переходом до бiльш високих порядкiв
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вiдбиття, для яких внесок деформацiйного розширення, пов’язаного з
дислокацiям, зростає.
Загалом можливо розширення дифракцiйного пiка вздовж Q i за

рахунок дислокацiйних сiток великої густини (> 105 см−1), однак у
цьому випадку напiвширина w повинна мати не тангенцiйну, а секан-
сну залежнiсть вiд бреггiвського кута. Розщеплення одного максимуму
на ω-кривiй на декiлька свiдчить про утворення в епiтаксiйному шарi
структури з великих блокiв i малокутовими границями.

Структури з невiдомими невiдповiдностями ґратки. Ця си-
туацiя часто виникає в iмплантованих кристалах, товщина пошкодже-
ного шару яких приблизно дорiвнює довжинi гальмiвного пробiгу iо-
нiв, який розташований на поверхнi кристала (пiдкладки), в яку iм-
плантованi частки не проникають. Невiдповiдностi mi мiж параметра-
ми ґратки шару i пiдкладки, викликанi дефектами iмплантацiї — не-
вiдомi величини. Взагалi це справедливе для спiввiдношень мiж зна-
ченнями mi i є серйозним ускладненням порiвняно з системами, для
яких виконується правило Вегарда i всi невiдповiдностi пропорцiйнi до
концентрацiї впровадженої компоненти (див. рiвняння (4.28-4.29). Для
дослiдження цiєї ускладненої ситуацiї вибрали кубiчнi кристали галiй-
гадолiнiєвого гранату (GGG), якi широко використовуються в опти-
чних пристроях комунiкацiї. Iони Не з рiзними енергiями iмплантува-
ли через полiровану поверхню пiдкладки GGG з дозою 2·1016 iон/cм−2

для формування приповерхневого хвилеводного шару. Глибина прони-
кнення iонiв i вiдповiдно товщина пошкодженого шару склала близь-
ко 1 мкм. Пiсля iмплантацiї деякi iз зразкiв вiдпалювались протягом
30 хв при високих температурах. Деформацiя ґратки впливає на пока-
зник заломлення хвилеводного шару, тому аналiз напружень дуже ва-
жливий для функцiонування пристроїв. Попереднi дослiдження [178]
показали, що iмплантацiя iндукує швидкi i великi змiни параметра
ґратки аж до (Δa/a)y ∼ 0, 007, i тому глибинний профiль (Δa/a)z мо-
жна легко отримати з звичайних дифракцiйних профiлiв вимiрювань
симетричних 444 i 888 вiдбиттiв. Проблема полягає у визначеннi змiн
параметра ґратки в площинi, (Δa/a)x, який визначає стан напружень
шаруватої структури.
Традицiйнi детальнi вимiрювання [126] дифракцiйних профiлiв

(асиметричнi 880 вiдбиття), а також профiлiв дифракцiї в геометрiї
ковзного падiння, взятих для атомних площин, перпендикулярних до
кристалiчної поверхнi, не зможуть забезпечити кiлькiсний аналiз на-
пружень через вiдсутнiсть достатньої точностi. Щоб одержати необхi-
дну iнформацiю, виконуються детальнi вимiрювання КОП iз зосере-
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Рис. 4.32. КОП для структури GGG поблизу вузлiв: а — 444; б — 880

дженням на можливих вiдхиленнях лiнiї SL вiд ЛПД (рис. 4.32, а).
Iмплантованi шари GGG можна цiлком охарактеризувати двома неза-
лежними параметрами невiдповiдностi (mx imz) i двома незалежними
рiвнями напружень (Sx i Sz). Для того, щоб визначити цi параметри
необхiдно детально проаналiзувати всi змiни параметра ґратки, зокре-
ма компоненту напружень зсуву. У нашiй системi деформацiю зсуву
можна визначити через комбiнацiю КОП, взятих для симетричного
444 i асиметричного 880 вiдбиттiв. З поправкою на деформацiю зсу-
ву можна визначити модифiкацiї параметрiв ґратки в площинi з карт
оберненого простору.
Розподiл iнтенсивностей у площинi границi є дуже вузьким (близь-

ко до теоретичної ширини), отже, можна досягнути точностi 2 · 10−5

у визначеннi (Δa/a)x та (Δa/a)z. Наголосимо, що перпендикулярно
до iнтерфейсу просторовий розподiл iмплантованих пошкоджень i,
вiдповiдно, розподiл змiн (Δa/a)y, сильно неоднорiдний (див. [178] i
рис. 4.32, а). Не зважаючи на це, параметр ґратки в площинi в iм-
плантованому шарi точно вiдповiдає такому ж у кристалiчнiй матрицi
(рис. 4.32, б ). Цi данi використовувалися для того, щоб отримати набiр
невiдповiдностей mi i рiвня напружень Si в iмплантованих зразках.
Такий пiдхiд вимагає розширеної аналiтичної роботи, заснованої на
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загальному вирiшеннi проблеми пружностi [126]. Вiдповiдно точнiсть
визначення напружень у площинi залишається дуже високою.

4.5.6. Висновок
Можливостi вимiрювань КОП тонких модифiкацiй напружень у тонко-
плiвкових структурах було проаналiзовано iз зосередженням на неку-
бiчних кристалiчних симетрiях. Показано, що КОП забезпечує визна-
чення напружень iз дуже високою точнiстю Δa/a ∼ 10−5, що значно
вище, нiж обумовлена вимiрюванням дифракцiйних профiлiв. Остан-
нiй є нижчим, нiж кутова вiдстань мiж пiками пiдкладки та шару,
вимiряних поблизу асиметричного вiдбиття, впливають обидвi прое-
кцiї ΔH|| i ΔH⊥ вектора оберненої ґратки H. Тому невизначенiсть H
(через малу товщину шару) не дозволяє визначити змiни параметрiв
ґратки в площинi з достатньою точнiстю. Технiка КОП вiльна вiд цiєї
перешкоди завдяки її здатностi вимiрювати H|| i H⊥ окремо. Наведенi
приклади експериментальних карт добре iлюструють цей факт, оскiль-
ки вони завжди показують вузький розподiл iнтенсивностей уздовж
iнтерфейсу плiвка–пiдкладка незалежно вiд можливих модифiкацiй у
перпендикулярному напрямку. Ключова проблема — двовимiрне ви-
мiрювання дифракцiйної iнтенсивностi вздовж дифракцiйного векто-
ра H i в перпендикулярному напрямку. Варто пiдкреслити, що така
мода вимiрювання може бути зрозумiлою не тiльки з використанням
трикристальної дифрактометрiї, а й у деяких випадках iз використа-
нням вузької щiлини перед детектором замiсть кристала-аналiзатора.
Для кубiчних i гексагональних гетероструктур одержано аналiтичнi
вирази, що пов’язують рiвень напружень iз нахилом подiбного до ви-
тягнутого розподiлу iнтенсивностi на картi X-променевої дифракцiї,
аналогiчно з нахилом ЛПД. Показано, що аналiз напружень можна
виконувати за вiдсутностi кiлькiсних даних про склад плiвки. Повнi-
стю напружений стан можна встановити навiть для систем з невiдоми-
ми невiдповiдностями, такими як, наприклад, iмплантованi структури.
В останньому випадку детальний аналiз потребує повного вирiшення
проблеми пружностi для отримання початкової невiдповiдностi i рiв-
ня напружень iз певних експериментальних модифiкацiй параметрiв
ґратки. Показано, що в загальному випадку (некубiчна симетрiя або
наявнiсть зовнiшнього кута розорiєнтацiї) компоненти тензора напру-
жень зсуву необхiдно приймати до уваги. Вимiрювання КОП показали,
що аналiз напружень з їх допомогою, заснований на поняттi ЛПД, є
досить точним для визначення малих змiн напружень порядку 10−5.



Заключна частина

X-променевий аналiз є одним з найважливiших методiв вивчення стру-
ктур, що використовуються в сучаснiй мiкро- та оптоелектронiцi. Такi
структури зазвичай характеризуються високим ступенем структурної
якостi i малими розмiрами активних елементiв. На вiдмiну вiд сканую-
чої та атомно-силової мiкроскопiїX-променевий аналiз можна застосо-
вувати для вивчення внутрiшньої структури. А оскiльки довжина хви-
лi спiвмiрна з вiддалю мiж атомами, X-променi найкраще пристосова-
нi для аналiзу нанорозмiрних структур. У той же час X-променевий
аналiз є зазвичай iнтегральним, тому можливо також його викори-
стання для отримання iнформацiї вiдразу про структуру досить ве-
ликих зразкiв (мiлiметри). На вiдмiну вiд електронiв чи нейтронiв X-
променi не руйнують структуру i зазвичай не iонiзують її. Крiм того,
X-променевий аналiз не потребує додаткової обробки дослiджуваного
зразка.
Iснує два шляхи аналiзу структур за допомогою X-променiв:

розв’язок прямої або оберненої задачi. Перший варiант дозволяє отри-
мати деякi важливi параметри структури, однак є недостатньо точним.
Другий варiант включає моделювання дифракцiї i порiвняння з екс-
перементально вимiряною картиною. Цей метод дозволяє визначити
дуже багато параметрiв структури з великою точнiстю. Однак вiн по-
требує використання точних розрахункiв дифракцiї i є досить повiль-
ним. В монографiї було розглянуто обидва методи.
Оскiльки дифракцiю дуже зручно розглядати в оберненому просто-

рi, виконання експериментiв неможливо без досконального розумiння
цього поняття i зв’язку оберненого простору з явищем дифракцiї. Саме
тому першу частину книги присвячено розгляду експериментальних
методiв вимiрювання в оберненому просторi.
Оскiльки на сьогоднi найбiльш точною є динамiчна теорiя дифра-

кцiї (побудована на базi рiвнянь Максвела), саме цiй теорiї було при-
свячено бiльшу частину книги. Було розглянуто основнi формули цiєї
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теорiї, можливi спрощення i методи розв’язку основних рiвнянь. Окрiм
того було розглянуто найбiльш поширенi методи розрахунку, в рамках
динамiчної теорiї, дифракцiї вiд багатошарових структур.
Для збiльшення точностi вимiрювання параметрiв структури мо-

жливо застосування багатохвильової дифракцiї — коли дифракцiя вiд-
бувається одночасно на декiлькох наборах атомних площин. Цей метод
було розвинуто для аналiзу багатошарових структур i представлено
кiлька алгоритмiв розрахунку дифракцiї в цьому випадку.
Окрему увагу було придiлено практичним застосуванням розробле-

них алгоритмiв. Було продемонстровано можливiсть їх використання
для аналiзу iнтерфейсу мiж шарами i анiзотропних деформацiй в стру-
ктурi. Також наведено рекомендацiї для розв’язку оберненої задачi за
допомогою автоматизованого фiтування.
Останнiй роздiл книги було присвячено методам розв’язку прямої

задачi. Було показано, як можна визначити безпосередньо з експери-
менту такi параметри шарiв, як склад, напруження, структурна доско-
налiсть, параметри впорядкованої надструктури (наприклад кванто-
вих точок чи дротiв). Цi методи дуже кориснi для первинного аналiзу
структури, що дослiджується, оскiльки дозволяють швидко отримати
деякi параметри структури.
Автори висловлюють подяку за фiнансову пiдтримку Президiї

НАН України.
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